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▲✐st ♦❢ ✜❣✉r❡s ✶✻✸
▲✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✶✻✾
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s
✵✳✶ ❇✐♦❧♦❣✐❡ ❙②sté♠✐q✉❡
▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ s②sté♠✐q✉❡ ❛ ♣r✐s s♦♥ ❡ss♦r ❝❡s ❞✐① ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ▲❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❜✉t ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ s②sté♠✐q✉❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✱ ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s✱
♦✉ ✉♥ ♦r❣❛♥✐s♠❡✳ ❈❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥♥♦✈❛♥t ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥té❣r❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s
à t♦✉t❡s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❞❡ ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ♦♥ ❞é❝r✐r❛ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t q✉❡st✐♦♥s
q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❛✐❡♥t ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛♥❛❧②s❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st❛♥t❡s
♣♦✉r ❧❡s rés♦✉❞r❡✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡r ♥♦s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣♦✉✈♦✐r
♣♦stér✐❡✉r❡♠❡♥t ❥✉st✐✜❡r ❧❡✉r ✐♥térêt✳
✵✳✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❣è♥❡s ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❆❉◆ ❡st tr❛♥s❢♦r✲
♠é❡ ❡♥ ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t str✉❝t✉r❡❧ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✿ ✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❛ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✿ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❆❉◆ ❡st tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ❆❘◆♠✱ ❡t tr❛❞✉❝t✐♦♥✱
❧♦rsq✉❡ ❧✬❆❘◆♠ ❡st tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ♣r♦té✐♥❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✳ ✶✮✳ ▲❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❆❘◆✲♣♦❧②♠❡r❛s❡✱ ❡t ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧❡s
r✐❜♦s♦♠❡s✳ ■❧ ② ❛ q✉✐♥③❡ ❛♥s✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❤❛✉t ❞é❜✐t ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❡♥ ✈✉❡
❞❡ ♠❡s✉r❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡♥ ❆❘◆♠ ❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ ❣è♥❡s ❬▲❲✵✵❪✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❛ ♠♦t✐✈é ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✉
❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ s②sté♠✐q✉❡✱ ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞é✜ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❡t ❝♦♥❝❡♣ts ♣♦✉r ❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❬❑✐t✵✷✱ ❇✵✻❪✳
▲❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡s ❣è♥❡s ✭♣r♦té✐♥❡s✮ ♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts rô❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡t
s♦♥t ❡①♣r✐♠és s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ▲❛ ❞é❝✐s✐♦♥
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❣è♥❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛❧❧✉♠és ✭♦♥✮ ♦✉ ét❡✐♥ts ✭♦✛ ✮ ❡st ❡①❡❝✉té❡ ♣❛r
❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ✭❋❚✮✳ ▲❡s ❋❚s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ♠ét❛❜♦❧✐t❡s✴s✐❣♥❛✉① ❝♦♠♠❡
❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ♣r♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ tr❛♥✲
s❝r✐♣t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❬▼❆❏❙❈❱✵✻❪✳ ▲❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣é♥ét✐q✉❡ ❝♦♥trô❧❡
❛✐♥s✐ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ ❝❡❧✲
❧✉❧❛✐r❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧②✈❛❧❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛❜✐❧✐té ❞❡ t♦✉t ♦r❣❛♥✐s♠❡✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❣é♥ét✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❣✉❧é❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉①✿ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ♣❛r
✺
✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❊t❛♣❡s ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣é♥ét✐q✉❡✳ ❊①tr❛✐t ❞✉ ❝♦✉rs ✧❙tr✉❝t✉r❡ ✸❉ ❞❡ Pr♦té✐♥❡s✧ ❞✉
▼❛st❡r ✷ ❡♥ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❘❡♥♥❡s ✶ ❡♥ ✷✵✵✻✳
❞❡s ♣r♦té✐♥❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ✐♥❤✐❜✐t❡✉rs ♦✉ ❛❝t✐✈❛t❡✉rs✮✱ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♣ré♠❛t✉ré❡ ❞❡ ❧❛
tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥✱ ❡t ♣♦st✲tr❛❞✉❝t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❞é✜ ❞❛♥s
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣é♥ét✐q✉❡ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❝♦♠♠❡♥t t♦✉s ❧❡s é❧é✲
♠❡♥ts ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❛✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s
❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t é♥♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠é❞❡❝✐♥❡ ❡t ❧❛ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣✐❡✳
❯♥ ❞❡s t②♣❡s ❞❡s rés❡❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
❧✐é à ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✳ P❡♥❞❛♥t ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡
❞✬❆❘◆✲♣♦❧②♠ér❛s❡ s✬❛tt❛❝❤❡ à ❧❛ ré❣✐♦♥ ♣r♦♠♦tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❆❉◆ ✭❣è♥❡s✮ ❡t ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡ ❧❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ❜r✐♥ ❞✬❆❉◆✳ ▲❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❘◆✲♣♦❧②♠ér❛s❡
♣❡✉t êtr❡ ré❣✉❧é❡ ♣❛r ❞❡s ❋❚s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ♦✉ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✲♣r♦té✐q✉❡s✳ ■❧s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡s ❛❝t✐✈❛t❡✉rs✱ q✉✐
r❡♥❢♦r❝❡♥t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❆❘◆ ♣♦❧②♠ér❛s❡ ❡t ✉♥ ♣r♦♠♦t❡✉r ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ❡♥✲
❝♦✉r❛❣❡❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❣è♥❡ ♦✉ ❞❡s ✐♥❤✐❜✐t❡✉rs✱ q✉✐ s❡ ❧✐❡♥t à ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ♥♦♥
❝♦❞❛♥t❡s s✉r ❧❡ ❜r✐♥ ❞✬❆❉◆✱ ❡♥tr❛✈❛♥t ❧❡s ♣r♦❣rès ❞❡ ❧✬❆❘◆ ♣♦❧②♠ér❛s❡✱ ❡t ❡♠♣ê❝❤❛♥t
❛✐♥s✐ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❣è♥❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ r❡♣rés❡♥té
♣❛r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥s tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❡❧❧❡s✱ ❘❘❚ ✭✈♦✐r ❋✐❣✳ ✷✮✳
▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ré❣✉❧é ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❢❛❝t❡✉rs t❡❧s q✉❡
❧❡s s✐❣♥❛✉① ❡t✴♦✉ ❞❡s ♠ét❛❜♦❧✐t❡s✳ ❆♣rès ❧❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥
♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ré❣✉❧é ♣❛r ❞✬❛✉tr❡ss t②♣❡s ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t✐♦♥
♦✉ ❧❛ séq✉❡str❛t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s
rés❡❛✉① ❞❡ s✐❣♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳
▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥✱ r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥✲
t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é ❞❡✉①
t②♣❡s ❞❡ rés❡❛✉①✿ ❞❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❡t ❞❡ s✐❣♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡s rés❡❛✉① ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡
t❛✐❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡
ét✉❞✐é❡✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t ❝❡♥trés s✉r ❧❡s ❘❘❚s à ❣r❛♥❞❡✲é❝❤❡❧❧❡✱ q✉✐ ♦♥t ✉♥
❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❡t ♦♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡✱
❡t s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ s✐❣♥❛❧✐s❛t✐♦♥ à ♠♦②❡♥♥❡✲é❝❤❡❧❧❡✱ q✉✐ s♦♥t ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡
❇✐♦❧♦❣✐❡ ❙②sté♠✐q✉❡ ✼
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥s tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❡❧❧❡s ❞❡s ❣è♥❡s ❡t ♣r♦té✐♥❡s ❞✉
❊✳❝♦❧✐✳ ▲❡s ♥♦♠s ❡♥ ♠❛❥✉s❝✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❋❚s ✭♣r♦té✐♥❡s✮✿ HU ❡t CRP ✱ q✉✐ ❛❝t✐✈❡♥t
♦✉ ✐♥❤✐❜❡♥t ❧❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s ❣è♥❡s✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s q✉✐ ✜♥✐ss❡♥t ♣❛r ✧−>✧ ♦✉ ✧−|✧ ✈❡✉❧❡♥t
❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛❝t✐✈❡ ♦✉✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ✐♥❤✐❜❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t
❞✬❛rr✐✈é❡✳
♥♦❡✉❞s ❡t ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té✳ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ à ♣❡t✐t❡✲é❝❤❡❧❧❡✱
❝♦♠♣♦sés ♣❛r ❞❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡s ♥♦❡✉❞s✱ s♦♥t ❤♦rs ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①✳
✵✳✶✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ✐♥té❣ré ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥
❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥
s②stè♠❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥s tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❈❡s rés❡❛✉① s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❡t ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣è♥❡s ❝✐❜❧❡s ❝♦♥trô❧és ❬❚❇✵✹❪✳ ▲❡s ❋❚s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧✐❛✐✲
s♦♥ ♣♦✉r ❧✬❆❉◆✱ q✉✐ r❡❝♦♥♥❛✐ss❡♥t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡s ❣è♥❡s ❝✐❜❧❡s ❝♦♥tr♦❧és
❬P❙✾✷❪❀ ♦♥ ❧❡s ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ♠♦t✐❢s ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥ ❞❡ ❋❚s ✭▼▲❋❚s✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬♦r❣❛♥✐s♠❡s
♠✐❝r♦❜✐❡♥s ✐❧ ❡①✐st❡ ❝✐♥q ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s✱ q✉✐ st♦❝❦❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ▼▲❋❚s
♣ré❞✐ts ❡t ✈❛❧✐❞és ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❬❇❚❘✵✾❪✳ ■❧s s✬❛❣✐t ❞❡ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ❬●❈❏❏P●+✵✽❪✱
▼t❜❘❡❣▲✐st ❬❏●❈+✵✺❪✱ P❘❖❉❖❘■❈ ❬▼❍❇+✵✸❪✱ ❉❇❚❇❙ ❬❙▼❞❍◆✵✽❪✱ ❡t ❈♦r②♥❡❘❡❣✲
◆❡t ❬❇❲❘+✵✼❪✳ ❈❡s ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❝♦♥❝❡r✲
♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ à ❣r❛♥❞❡✲é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ rés❡❛✉① tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥♥❡❧s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s q✉✬✐❧s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦✉t✐❧s ❡t ❛♥❛❧②s❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés✳ ❈❡rt❛✐♥s ❞✬❡♥tr❡
❡✉① s♦♥t ✐♥❝❧✉s ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❞❛♥s ❧❡s ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡s ❝❧❛s✲
s✐✜❡r ❡♥ tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s✿
✶✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉①✿ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✐♥❝❧✉t ❧❡ st♦❝❦✲
❛❣❡✱ ♣❛r ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❞❡ t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❖♥
✐♥tè❣r❡ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❲❡❜✱ ❞❡s
❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✱ ❡t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❲❡❜ ♣♦✉r ♥❛✈✐❣✉❡r ❞❛♥s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❣é♥♦♠✐q✉❡✳ ▲❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ♣♦✉r ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❡t ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳
✷✳ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r ❞é❝♦✉✈r✐r ❞❡s ré❣✉❧❛t✐♦♥s✿ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✐♥✲
❝❧✉t ❞❡s ♦✉t✐❧s ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉①
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✐♥❝❧✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛♥❛❧②✲
s❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡
✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s
❡✛❡❝t✉❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿
❼ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ▼▲❋❚s✱
séq✉❡♥❝❡ ♣r♦♠♦tr✐❝❡s✱ ❡t ❋❚s✳
❼ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉ rô❧❡ ❞✬✉♥ ❋❚ ♣❛r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡s s✐t❡s ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥✲
s❝r✐♣t✐♦♥✳
❼ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér♦♥s✳
❼ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❣è♥❡s ♦✉ ♣r♦té✐♥❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s✳
❼ ❊t✉❞❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡s ét✉❞❡s
♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à é❧✉❝✐❞❡r✱ ♣❛r ❡①✲
❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♦✉ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❬❋●❆P❚◗❈❱✵✽❜❪✳
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s✱ ❝❡s ét✉❞❡s ♥✬♦♥t ❜❡s♦✐♥ ♥✐ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ♥✐
❞❡ ♥♦t✐♦♥s s✉r ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ré❣✉❧❛t✐♦♥s ✭❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✱ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥s✮✳
✸✳ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❡t✴♦✉ ♣✉❝❡s à ❆❉◆ ♥♦✉s ✐♥❝❧✉♦♥s
✐❝✐ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥s❛❝ré❡s à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♣✉❝❡s à ❆❉◆✱ ♦✉ t♦✉t ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s à
❤❛✉t ❞é❜✐t✳ ❈❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❡st ✈❛st❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛
s✉❜❞✐✈✐s❡r ♣❛r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥✿
✭❆✮ ▼ét❤♦❞❡s q✉✐ ❢♦r♠❛❧✐s❡♥t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✉ rés❡❛✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❡t ❡♥ ♦♣ér❛♥t ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✉ ❛♥❛❧②s❡s ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✳
✭❇✮ ▼ét❤♦❞❡s q✉✐ ✐♥tè❣r❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ❤❛✉t ❞é❜✐t ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉① ❞❡ ré❣✉❧❛✲
t✐♦♥✳
✭❈✮ ▼ét❤♦❞❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ❤❛✉t ❞é❜✐t ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s✉r ❞❡s ▼▲❋❚s✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ♣❛r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s
♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❧✐é❡s à ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❬❊❇❑+✵✽❪✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱
❡❧❧❡ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts à ❤❛✉t ❞é❜✐t ✐♥❝❡rt❛✐♥s
❡t ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❬❘❩❉+✵✼❪✳
❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✭❆✮ ❡t ✭❇✮ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡♥✲
tré❡s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✭❈✮ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡♥t s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ✭❆✮ s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s ❞❡ ❧❛ ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ré❡❧✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ❞✬✉♥❡ rés❡❛✉ ❞❡ ♣❡✲
t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡✳ ❊❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥ ♠❡s✉r❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ✈❛st❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ♣♦st✲❣é♥♦♠✐q✉❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✭❇✮ r❡❧â❝❤❡♥t ❧❛ str✐❝t❡
❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✐♥té❣r❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❣é♥♦♠✐q✉❡s à
❧❛r❣❡ é❝❤❡❧❧❡✳
▲❡s ♦✉t✐❧s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧s à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ✐♥té❣ré❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠✐s❡s à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥
❛♣rès ❧✬èr❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♥♦♠✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❧❛ss❡r ❝❡❧❧❡s ❧✐é❡s à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ré❣✉✲
❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ♣ré❝✐sé❡s✳ ▲❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡
▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❧❛r❣❡✲é❝❤❡❧❧❡ ✾
t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ✸✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ✷ ❡t ✸
♣❡✉✈❡♥t ❣é♥ér❡r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s à ✈❛❧✐❞❡r ❞❛♥s ❞❡s ét✉❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ✷ ❡t ✸ s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
q✉✐ ét✉❞✐❡♥t ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ✭❝❛té❣♦r✐❡ ✷✮ s♦♥t ❧✐é❡s à ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭❝❛té❣♦r✐❡ ✸✮✳
❙✉r ❧❡s ❝✐♥q ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ❞❡s rés❡❛✉① tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♠✐❝r♦❜✐❡♥♥❡s à ❣r❛♥❞❡
é❝❤❡❧❧❡✱ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ rés❡❛✉ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❧✐é ❛ ✉♥
♦r❣❛♥✐s♠❡ ✈✐✈❛♥t✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ s♦♥t ❧✐é❡s à
❝❡tt❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❬❈❱❙▼+✵✾❪✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❡s ❝✐♥q ♣❧❛t❡s✲❢♦r♠❡s ✭❈♦r②♥❡❘❡❣✲
◆❡t✮ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✉♥ ♦✉t✐❧ q✉✐ ❛✉t♦♠❛t✐s❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s rés❡❛✉① à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❡t ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞❡s ♣✉❝❡s à ❆❉◆ ❬❇❆✵✽❪✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té
❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ♣♦✉r ❞❡s rés❡❛✉① à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s
r❡♣♦s❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✿ ✭✐✮ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉①✱ ❡t ✭✐✐✮ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
ré❣✉❧❛t✐♦♥s à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✳
✵✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❧❛r❣❡✲é❝❤❡❧❧❡
P❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ r❛✐s♦♥♥❡♥t s✉r ❞❡s rés❡❛✉① à ❧❛r❣❡✲é❝❤❡❧❧❡✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ s✬❛♣♣✉✐❡
s✉r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡♥ ♠♦t✐❢s ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❬●❘❘▲+✵✸✱
❍▲PP✵✻❪✳ ❉✬❛✉tr❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❜♦♦❧é❡♥s ❬❑❛✉✾✸❪✱ ♣❛r ❡①❡♠✲
♣❧❡ ❬●❘❘▲+✵✸✱ ❈❑❘+✵✹❪✱ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡s ré❣✉❧❛t✐♦♥s ❞✉
rés❡❛✉ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✭♣✉❝❡s à ❆❉◆✮✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐
❣é♥ér❡r ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ✐♥✲s✐❧✐❝♦ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s
❣è♥❡s ❞✉ rés❡❛✉✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥térêt ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st q✉✬❡❧❧❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ à ❣r❛♥❞❡✲é❝❤❡❧❧❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡
❝♦❤ér❡♥❝❡ q✉❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t ♣r♦♣♦sé ♥✬❡st ♥✐ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♥✐ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ▲❛ ❣é♥ér❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ ❛✉t♦♠❛t✐sé❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞r❛ ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s très ♣ré❝✐s❡s s✉r ❧❡s ♠ét❛❜♦❧✐t❡s ❞✉ s②stè♠❡✳
▲❡s ét✉❞❡s q✉✐ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s rés❡❛✉① à ❣r❛♥❞❡✲é❝❤❡❧❧❡✱
✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❣é♥♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡t✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐
✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❜♦♦❧é❡♥ r❛✐s♦♥♥❡♥t ❛✈❡❝ rè❣❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s
♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✉ rés❡❛✉ s✉✐t❡ à ✉♥ str❡ss ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♦✉ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❣é♥ét✐q✉❡✳ ▲✬✐❞é❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ q✉✐ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛ été ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ❬❑❛✉✾✸❪ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t
❧❡✉r ✈❛❧✐❞✐té ✿ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬t❛ts ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐q✉❡✳
❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡✱ ❞❛♥s ❬❙❘❇+✵✻❪ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❛✜♥
❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✭à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✮ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣é♥ét✐q✉❡✳
✶✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s
❯♥❡ rè❣❧❡ ❝❛✉s❛❧❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ❛ été ✉t✐❧✐séé ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡
❝♦♥s✐st❛♥❝❡✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡♥t s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❡①t❡♥s✐♦♥s ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❡t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✿ ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣♦✉r t❡st❡r s❛ ✈❛❧✐❞✐té s✉r
✉♥ rés❡❛✉ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❡❧ ❜❛❝tér✐❡♥ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❡♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❛✉① rés❡❛✉① ❡✉❦❛r②♦t❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ tr❛♥s❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉①✳ P❡♥❞❛♥t ❝❡s
tr❛✈❛✉①✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛ été ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡
ré❣✉❧❛t✐♦♥✱ s✉rt♦✉t ❧♦rsq✉✬♦♥ tr❛✐t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡✉❦❛r②♦t❡s✳ ❊♥✜♥ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛
été ét❡♥❞✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr❛✐t❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❣è♥❡s ♠✉tés
♦✉ s✉r✲❡①♣r✐♠és✳ ❚r♦✐s t②♣❡s ❞❡ s♦rt✐❡s ♦♥t été ✈ér✐✜é❡s ❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥❝❡✱ ❛❞❛♣té❡s✱ ❡t
❛♠é❧✐♦ré❡s ❞❛♥s t♦✉t❡s ♥♦s ét✉❞❡s✿
❼ ❈♦♥s✐st❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥✳
❼ ❉✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳
❼ Pré❞✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✉
rés❡❛✉✳
❈❡s s♦rt✐❡s ♦♥t ét❛✐t ❣é♥éré❡s ❛♣rès ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✱ q✉✐ ♣❡✉✲
✈❡♥t tr❛✐t❡r ❞❡s ❣r❛♥❞❡s s②stè♠❡s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉
s②stè♠❡✳ ❯♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ P②t❤♦♥✱ ❇✐♦q✉❛❧✐✱ ❛ ét❛✐t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉✐ ♣r♦❝è❞❡♥t à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛✲
t✐q✉❡s t❡❧s q✉✬✉♥ s✐t❡ ❲❡❜✱ ✉♥ ♣❧✉❣✐♥ ❈②t♦s❝❛♣❡✱ ❡t ✉♥ s❡r✈✐❝❡ ❲❡❜✱ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és
♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t r❡♥❞✉s ♣✉❜❧✐❝s✳
◆♦s tr❛✈❛✉① ✈✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣ré❝é❞é♠♠❡♥t ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s s✉r ❧❡s
rés❡❛✉① à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❝❛r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❡t ♣r♦♣♦s❡ ✜✲
♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts✳ ❈❡ ❢❛✐s❛♥t✱
♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♠✐♥✐♠❛❧❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡
❢❛✐t❡s s✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❡t✴♦✉ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s ❝♦♥❝✐❧✐❡r✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s
♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ét✉❞✐❡♥t ❞❡s rés❡❛✉① à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥♦♥s ♣❛s ❧❛ ♣r✐♦r✐té ♥✐
❛✉① ré❣✉❧❛t✐♦♥s ♥✐ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦♥t s✉❥❡tt❡s à ❞❡s ❡rr❡✉rs✳
❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❬❈❑❘+✵✹❪✱ ♥♦s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s✱ s❛♥s t❡♥✐r
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♠ét❛❜♦❧✐s♠❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ s✬❛✈èr❡♥t très ♣ré❝✐s❡s ✭✾✵✪✮
❛♣rès ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ à ❣r❛♥❞❡✲é❝❤❡❧❧❡ ❛✈❡❝
✉♥ ❥❡✉ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳
❉❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♥♦s rés✉❧t❛ts ♦♥t ré♣♦♥❞✉ à ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s
t❡❧s q✉❡✿
❼ ❚❡st❡r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡
❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐ss✉❡s ❞❡ ♣✉❝❡s à ❆❉◆✳
❼ ●é♥ér❡r ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ✐♥✲
❝♦♥s✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❡t ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥✳
▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❧❛r❣❡✲é❝❤❡❧❧❡ ✶✶
❼ Pré❞✐r❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❛❝t✐✈❛t❡✉rs ♦✉
✐♥❤✐❜✐t❡✉rs✳
❼ ❘❛✐s♦♥♥❡r ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ét❡♥❞✉❡ s✉r ❧❡s ét❛ts ♦♥✴♦✛ ❡t s✉r ❧❡s ✈♦✐❡s
q✉✐ ❝♦♥♥❡❝t❡♥t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ✐♥tér❡ss❛♥ts ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ s✐❣♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳
❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♠✉❧t✐✲❞✐s❝✐♣❧✐♥❛✐r❡✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡t ♠ét❤✲
♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ré♣♦♥❞❡♥t à ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡s ❛s♣❡❝ts ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❜✐♦✐♥❢♦r✲
♠❛t✐q✉❡s✱ ❡t ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳




❚❤❡ s②st❡♠s ❜✐♦❧♦❣② ✜❡❧❞ ✐s ❛ r❡❝❡♥t❧② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ r❡s❡❛r❝❤ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②s✲
t❡♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✳ ■ts ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ✐s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❥♦✐♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
♦❢ ❡❛❝❤ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡♥t✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛
❝❡❧❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦r ❛♥ ♦r❣❛♥✐s♠✳ ❚❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛t ❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ♠✉❧t✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r②
s❝✐❡♥t✐sts✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ q✉❡st✐♦♥s t❤❛t
❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❡①✐st✳ ❖✉r
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣❧❛❝❡ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❥✉st✐❢② ✐ts ✐♥t❡r❡st✳
✶✳✶✳✶ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t
●❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❉◆❆ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡s
❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝❡❧❧✿ ♣r♦t❡✐♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❤❛s t✇♦ st❡♣s✿ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✇❤❡♥
❉◆❆ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥ ♠❘◆❆✱ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ♠❘◆❆ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣r♦t❡✐♥
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✶✮✳ ❚r❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♠❛✐♥❧② ❜② t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❘◆❆✲♣♦❧②♠❡r❛s❡✱
✇❤✐❧❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ❘✐❜♦s♦♠❡ ♣r♦t❡✐♥✳ ❋✐❢t❡❡♥ ②❡❛rs ❛❣♦✱ ❤✐❣❤✲
t❤r♦✉❣❤♣✉t t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤♦✉s❛♥❞s
♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♠❘◆❆ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❣❡♥❡s ❬▲❲✵✵❪✳ ❚❤✐s
st❡♣ ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s ❜✐♦❧♦❣② ✜❡❧❞✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛s ❛ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
t♦ ♣r♦♣♦s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣ts t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❬❑✐t✵✷✱ ❇✵✻❪✳
●❡♥❡ ♣r♦❞✉❝ts ✭♣r♦t❡✐♥s✮ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r♦❧❡s ❛♥❞ ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉♥❞❡r ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t str❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛❜♦✉t ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t✉r♥❡❞ ♦♥ ♦r ♦✛ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞
❜② tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ✭❚❋s✮✳ ❚❤❡ ❚❋s ✉s❡ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✴s✐❣♥❛❧s ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ st❛t❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❛s ❛♥ ♦✉t♣✉t
❬▼❆❏❙❈❱✵✻❪✳ ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ❝❡❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r ✐ts str✉❝t✉r❡
❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ❝❡❧❧✉❧❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ✈❡rs❛t✐❧✐t② ❛♥❞
❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥② ♦r❣❛♥✐s♠✳ ●❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣✉❧❛t❡❞ ❛t s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s✿ ✐♥✐t✐✲
❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❜② r❡♣r❡ss♦r ♦r ❛❝t✐✈❛t♦r ♣r♦t❡✐♥s✮✱ ♣r❡♠❛t✉r❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣♦st✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ t❤❡
✶✸
✶✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ●❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ st❡♣s✳ ❊①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✧❙tr✉❝t✉r❡ ✸❉ ❞❡ Pr♦té✐♥❡s✧
♦❢ t❤❡ ▼❛st❡r ✐♥ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❘❡♥♥❡s ✶ ✐♥ ✷✵✵✻✳
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s t♦ st✉❞② ❤♦✇ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❡❣✲
✉❧❛t♦r② ♣r♦❝❡ss ✐♥t❡r❛❝t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♠♣❧❡① ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s❀ t❤✐s ❤❛s ❛♥
❡♥♦r♠♦✉s ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♠❡❞✐❝✐♥❡ ❛♥❞ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣②✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦s ✇❡ st✉❞② ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♠❛✐♥❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❘◆❆✲♣♦❧②♠❡r❛s❡ ❛tt❛❝❤❡s
t♦ t❤❡ ♣r♦♠♦t❡r r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉◆❆ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❣❡♥❡✮ ❛♥❞ ❜❡❣✐♥s tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛❧❧
t❤❡ ❉◆❆ str❛♥❞✳ ❚❤❡ ❘◆❆✲♣♦❧②♠❡r❛s❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣✉❧❛t❡❞ ❜② ❚❋s t❤❛t ❛r❡
♣r♦t❡✐♥s ♦r ♣r♦t❡✐♥s✲❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❛❝t✐✈❛t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❘◆❆ ♣♦❧②♠❡r❛s❡ ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦♠♦t❡r ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡✱ ♦r r❡♣r❡ss♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❜✐♥❞ t♦ ♥♦♥✲❝♦❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ❉◆❆ str❛♥❞ ✐♠♣❡❞✐♥❣
t❤❡ ♣r♦❣r❡ss ♦❢ ❘◆❆ ♣♦❧②♠❡r❛s❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ str❛♥❞✱ t❤✉s✱ ✐♠♣❡❞✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧
r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✭❚❘◆✮✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❊①tr❛❝t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❣❡♥❡s ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥s ✐♥ ❊✳❝♦❧✐✳ ❚❤❡ ♥❛♠❡s
✐♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❚❋s ✭♣r♦t❡✐♥s✮✿ HU ❛♥❞ CRP ✱ t❤❛t ❝❛♥ ❛❝t✐✈❛t❡ ♦r r❡♣r❡ss
♦t❤❡r ❣❡♥❡s tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❆rr♦✇s ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ✧−>✧ ♦r ✧−|✧ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t
❛❝t✐✈❛t❡s ♦r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ r❡♣r❡ss❡s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛rr✐✈❛❧✳
❚❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❣✉❧❛t❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s s✐❣♥❛❧s
❛♥❞✴♦r ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✳ ❆❢t❡r tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❣✉❧❛t❡❞
❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣② ✶✺
❜② ♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s ♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t✐♦♥✱ ❜✐♥❞✐♥❣s✱ ♦r s❡q✉❡str❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥
t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s✳
❘❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❣r❛♣❤ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ♠❛② ❝❛rr② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧s✳ ❲❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ t❤❡♠✿ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ❛♥❞
s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡s❡ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦r ♦♥ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s
❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❚❘◆s✱ ✇❤✐❝❤ ❣r❛♣❤s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ♥♦❞❡s
❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✲s❝❛❧❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❤♦❧❞ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳
❙♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✭❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❡♥s ♦❢ ♥♦❞❡s✮✱ t❤♦✉❣❤ ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞ ❜②
❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛r❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✳
✶✳✶✳✷ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ♦♥❡ ✇❛② ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②s✲
t❡♠ ✐s ❜② ✉s✐♥❣ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡s❡ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t❛r❣❡t ❣❡♥❡s ❬❚❇✵✹❪✳
❚❤❡ ❚❋s ❝♦♥t❛✐♥ ❉◆❆✲❜✐♥❞✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥s t❤❛t r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡❞ t❛r❣❡t ❣❡♥❡s ❬P❙✾✷❪❀ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡♠ ❚❋ ❜✐♥❞✐♥❣ ♠♦t✐❢s ✭❚❋❇▼s✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♠✐❝r♦❜✐❛❧ ♦r❣❛♥✐s♠s t❤❡r❡ ❡①✐sts ✜✈❡ ♣❧❛t❢♦r♠s ❬❇❚❘✵✾❪ ✇❤✐❝❤ st♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❚❋❇▼s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ❬●❈❏❏P●+✵✽❪✱
▼t❜❘❡❣▲✐st ❬❏●❈+✵✺❪✱ P❘❖❉❖❘■❈ ❬▼❍❇+✵✸❪✱ ❉❇❚❇❙ ❬❙▼❞❍◆✵✽❪✱ ❛♥❞ ❈♦r②♥❡❘❡❣✲
◆❡t ❬❇❲❘+✵✼❪✳ ❚❤❡s❡ ♣❧❛t❢♦r♠s ❤♦❧❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥✱ s❡✈❡r❛❧
t♦♦❧s ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡
♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❲❡ ♠❛② ❞✐✈✐❞❡ t❤❡♠ ✐♥ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿
✶✳ ◆❡t✇♦r❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✿ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡s st♦r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ r❡❣✉✲
❧❛t♦r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆❧s♦ t♦♦❧s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ✇❡❜ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✱
❛♥❞ ✇❡❜ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❜r♦✇s❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❡✳❣✳ ❛ ❚❋
❛♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ✇❤❡r❡ ✐t ❜✐♥❞s t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ ♦t❤❡r ❣❡♥❡s✮✳ ❙♦❢t✇❛r❡ ❢♦r
♥❡t✇♦r❦ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r②✳
✷✳ ❙❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❞✐s❝♦✈❡r r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✿ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r② t♦♦❧s
❛♥❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
r❡❣✉❧❛t♦r② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s❡s✳
▼❡t❤♦❞s ✐♥ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ♠❛② ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛s❦s✿
❼ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ t♦♦❧s t❤❛t ❝❛♥ ♣r❡❞✐❝t ♥❡✇
❚❋❇▼s✱ ♣r♦♠♦t❡r s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ❚❋s✳
❼ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ ❚❋ ❜② ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ st❛rt s✐t❡s✳
❼ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡ ♦♣❡r♦♥s✳
❼ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ❣❡♥❡s ♦r ♣r♦t❡✐♥s✳
✶✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❼ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡s❡ st✉❞✲
✐❡s ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ st❛t✐st✐❝ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❤✐❡r❛r❝❤② ♦r ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❬❋●❆P❚◗❈❱✵✽❜❪✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡
t✐♠❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ♥❡✐t❤❡r ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛ ♥♦r ♥♦t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡
r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✭❛❝t✐✈❛t♦r✱ r❡♣r❡ss♦r✮✳
✸✳ ◆❡t✇♦r❦ ❛♥❞✴♦r ♠✐❝r♦❛rr❛② ❛♥❛❧②s✐s✿ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❤❡r❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈♦t❡❞ t♦
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✉s✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♠✐❝r♦❛rr❛② ❞❛t❛✱
♦r ♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❤✐❣❤✲t❤r♦✉❣❤♣✉t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✐s
❡①t❡♥s✐✈❡❀ ✇❡ ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s✉❜❞✐✈✐❞❡ ✐t ❜② t❤❡ t②♣❡ ♦❢ r❡s✉❧ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥t♦✿
✭❆✮ ▼❡t❤♦❞s t❤❛t ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱
❛♥❞ t❤✉s ♣❡r❢♦r♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❛❧②s❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✮✳
✭❇✮ ▼❡t❤♦❞s t❤❛t ✐♥t❡❣r❛t❡ ❤✐❣❤✲t❤r♦✉❣❤♣✉t ❞❛t❛ ✐♥t♦ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✮✳
✭❈✮ ▼❡t❤♦❞s t❤❛t ❝❧❛ss✐❢② ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❤✐❣❤✲t❤r♦✉❣❤♣✉t ❞❛t❛ ❛♥❞ ❚❋❇▼s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❬❊❇❑+✵✽❪✳ ❆❧s♦✱ ✐t ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❜❡t✲
t❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❢✉③③② ♠✐❝r♦❛rr❛② ♦✉t♣✉ts ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❡tt❡r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♠ ❬❘❩❉+✵✼❪✳
●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ✭❆✮ ❛♥❞ ✭❇✮ ❛r❡ ♠♦st❧② ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱
✇❤✐❧❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ✭❈✮ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ✭❆✮ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣r❡❝✐s❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ r❡❛❧ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✱ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s
❛ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦st✲
❣❡♥♦♠✐❝ ❞❛t❛✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ✭❇✮ r❡❧❛① t❤❡ str✐❝t ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✇✐❞❡ ❣❡♥♦♠❡ ❞❛t❛s❡ts✳
❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝ t♦♦❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ✐ss✉❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❣❡♥♦♠✐❝s ❡r❛✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❧❛ss✐❢②
t❤♦s❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳
❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥❝❡r♥s ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❝❛t❡❣♦r② ✸✳ ▼❡t❤♦❞s ♣r♦✲
✈✐❞❡❞ ✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✷ ❛♥❞ ✸ ♠❛② ❣❡♥❡r❛t❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇❡t ❧❛❜
st✉❞✐❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❝❛t❡❣♦r② ✷ ❛♥❞ ✸ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ st✉❞② s♣❡❝✐✜❝ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦t✐❢s ✭❝❛t❡❣♦r② ✷✮ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ✭❝❛t❡❣♦r② ✸✮✳
❖❢ t❤❡ ✜✈❡ ♣❧❛t❢♦r♠s ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♠✐❝r♦❜✐❛❧ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ✐s
t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛❥♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝❛❧❧② ❡♥❝♦❞❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❛ ❢r❡❡✲❧✐✈✐♥❣
♦r❣❛♥✐s♠ ✲ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❜❛❝t❡r✐❛✳ ❚❤✉s✱ ♠❛♥② ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤✐s
♣❧❛t❢♦r♠ ❬❈❱❙▼+✵✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ♣❧❛t❢♦r♠s ✭❈♦r②♥❡❘❡❣◆❡t✮ ✐♥❝❧✉❞❡s
❛ t♦♦❧ t❤❛t ❛✉t♦♠❛t✐③❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ♠✐❝r♦❛rr❛② ❞❛t❛ ❬❇❆✵✽❪✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤✐s t❛s❦ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡
✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ❤❛s ♠♦st❧② t✇♦ r❡❛s♦♥s✿ ✭✐✮ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
▼♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✲ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✶✼
♣r♦❝❡ss✱ ❛s ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r② ✸ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❢t❡r ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧ ✐s ❜✉✐❧t✱
❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧✳
✶✳✶✳✸ ◆❡t✇♦r❦ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠s ♠❛♥❛❣✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♠✐✲
❝r♦❜✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s t❤❛t ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ❞❛t❛ ❛♥❞ r❡❛s♦♥ ♦✈❡r ✐t✱ t❤❡r❡ ❛❧s♦ ❡①✐st s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s
❞❡st✐♥❡❞ t♦ ♣r❡s❡♥t ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❛ ✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝② ♦❢
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ s②st❡♠s ❜✐♦❧♦❣②✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ❡✛♦rts ♠❛❞❡ ♦♥ ❞✐✛✉s✐♥❣✱ ✐♥ ❛
❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐❜❧❡ ✇❛②✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝✐t❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ❡✛♦rts
t❤❡ ❈②t♦s❝❛♣❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❬❈❙❈+✵✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢r❡❡ ❛♥❞ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ s♦❢t✇❛r❡
t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r②
♥❡t✇♦r❦s✳ ▼❛♥② ❈②t♦s❝❛♣❡ ♣❧✉❣✐♥s ❢♦r ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ t❤✐s ❞❛t❡
✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶✮✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐s t♦♦ ✇✐❞❡✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣❧✉❣✐♥s ♣r♦♣♦s❡❞✱ t❤♦✉❣❤ ❝❡♥t❡r❡❞ ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ s❤❛r❡ ✈❡r②
❢❡✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❖❢ t❤❡ ✷✾ ❛♥❛❧②s✐s ♣❧✉❣✐♥s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✻ ♣r♦✈✐❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s❡s ♦❢
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❬❘❘❆❙✵✽✱ ❆❘❙+✵✽❪✱ ❛♥❞ ✼ ♣r♦✈✐❞❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜♥❡t✇♦r❦s ❢r♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛ ❬❨❲❍❚✵✽✱ ❈▲▲+✵✼❪✳
❖♥❧② ✸ ♣❧✉❣✐♥s ♣r♦♣♦s❡ ❛✉t♦♠❛t✐③✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❬❇❆✵✽✱ ●❇▼❙✵✾❪❀ ♦❢ t❤❡♠
♦♥❧② ✷ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❚❘◆s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❈②t♦s❝❛♣❡✱ t❤❡r❡ ❛❧s♦ ❡①✐st ♦t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ t♦♦❧s t❤❛t s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝✐t❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ❈❡❧❧ ❉❡s✐❣♥❡r ❬❋▼❑❚✵✹❪✳ ❚❤✐s t♦♦❧ ✐s
❛ ❞✐❛❣r❛♠ ❡❞✐t♦r ❢♦r ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ❛♥❞ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❝♦❞❡❞ ✐♥ ❙❇▼▲ ✭❙②s✲
t❡♠s ❇✐♦❧♦❣② ▼❛r❦✉♣ ▲❛♥❣✉❛❣❡✮ ❬❍❋❙+✵✸❪✱ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✇❛② ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
♥❡t✇♦r❦s✳
✶✳✷ ▼♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✲ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r♠❛❧✐③❛✲
t✐♦♥
❚❤❡ st✉❞② ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② s②st❡♠s ❝♦♥tr♦❧ ❜❡♥❡✜t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲t❤r♦✉❣❤♣✉t
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t❤❛t ♠❡❛s✉r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝❡❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱
❡✳❣✳ ❝❉◆❆♠✐❝r♦❛rr❛②s ❬❇❇✾✾❪✱ ♦❧✐❣♦♥✉❝❧❡♦t✐❞❡❝❤✐♣s ❬▲❋●▲✾✾❪✱ ❙❆●❊ ❛♥❛❧②s✐s ❬❱❩❱❑✾✺❪✱
❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥ ♠✐❝r♦❛rr❛②s ❬▼❙✵✵❪✳ ❚❤❡s❡ st✉❞✐❡s ✐♥t❡♥❞ t♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛
s②st❡♠ ♦r ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✉t♣✉tt❡❞ ❜②
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❦✐♥❞s ♦❢ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞✳
◆♦t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s r❡✈✐❡✇ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t st✉❞② tr❛♥s❝r✐♣✲
t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡s❡ ♥❡t✇♦r❦s r❡♣r❡s❡♥t ❝❛✉s❡✲❡✛❡❝t
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡♣r❡s❡♥t ❡✛❡❝ts ♦❢ ♦♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦✈❡r t❤❡
♦t❤❡r✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❣❡♥❡t✐❝ r❡❣✉❧❛t♦r② str✉❝t✉r❡s ✇❤❡r❡ ❣❡♥❡
✶✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❈②t♦s❝❛♣❡ ♣❧✉❣✐♥s ❢♦r ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❬❝②t❪ ♦♥ ❏✉❧② ✷✵✵✾✳
❚②♣❡ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ◆✉♠❜❡r ❈②t♦s❝❛♣❡ ❆♥❛❧②s✐s P❧✉❣✐♥s
❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✻
❈❛❧❝✉❧❛t❡◆♦❞❡❉❡❣r❡❡✱ ❈❡♥t✐❙❝❛P❡✱ ❈②❖♦❣ ❬❘❘❆❙✵✽❪✱




❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ▼❈❖❉❊✱ ❚r❛♥s❈❧✉st✱ ◆❡t❆t❧❛s ❬❨❲❍❚✵✽❪✱
P✐♥♥❛❝❧❡❩ ❬❈▲▲+✵✼❪
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✸ ❈♦♠❛ ❬❇❆✵✽❪✱ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥❆♥❛❧②③❡r✱ ❇✐♦◗✉❛❧✐ ❬●❇▼❙✵✾❪
◆❡t✇♦r❦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✷ ❙❤♦rt❡stP❛t❤✱ ❘❛♥❞♦♠◆❡t✇♦r❦s
❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✷ ❞②♥❛♠✐❝❳♣r✱ ❘❡❖r✐❡♥tP❧✉❣✐♥
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥s ♦❢









str✉❝t✉r❡❱✐③ ✭✸❉ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡✮✱
❱✐st❛❈❧❛r❛P❧✉❣✐♥ ❬❑✐♥✵✹❪ ✭♠✉❧t✐✲❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✮
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ♦r t❤❡ ❝❡❧❧ ✈✐❛❜✐❧✐t②✿
s②♥t❤❡t✐❝✲❧❡t❤❛❧ ❣❡♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❬❉❚❈+✵✺❪✱ ♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡s❡ ❣❡♥❡s ❝♦❞❡ ❢♦r
❡♥③②♠❡s t❤❛t ❝❛t❛❧②③❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s✿ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ t❤✐s r❡✈✐❡✇ ✇❡ ❛r❡
❡①❝❧✉❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛♥❛❧②③❡ s✉❝❤ t②♣❡s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦s✳
✶✳✷✳✶ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧s ✲ ✐♥❢❡rr✐♥❣ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s
■♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❣❡♥❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ✐ts ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✐ts
♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ❬❍❡❝✾✽✱ ❋▲◆P✵✵❪ ❛❧❧♦✇
✉s t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣② ❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛s❡t✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
❢r♦♠ ♠✐❝r♦❛rr❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦st
❧✐❦❡❧② ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✱ ❛♥❞
✜♥❞✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❊①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s r❡♣♦rt
❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✇✐t❤ ❝❛r❡✿ ❡rr♦rs ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r✱ ❛♥❞ ♥♦
❝♦♥s❡♥s✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✇❛s ♣❛✐❞
t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢r♦♠ ❈❤■P✲❝❤✐♣ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥✲
♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s ❬▲❘❘+✵✷❪✳ ❚❤❡ ✜rst r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ ♣r♦♠♦t❡r s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s ❬❍●▲+✵✹✱ ▼❲●+✵✻❪✱ ②❡t✱ s♦♠❡ ✉♥❞❡t❡❝t❡❞
tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦t✐❢s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❝❛✉s❛❧✐t② t❡sts
❬❳✈❞▲✵✺❪✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♥❡✇ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞✉❧❡s ❢♦r t❤✐s ♥❡t✇♦r❦
❬❙❙❘+✵✸✱ ◆❚■▼✵✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❞✐❞ ♥♦t
❝♦✐♥❝✐❞❡ ❛♥❞ ❛ ❢✉❧❧② ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ s❡❛r❝❤ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ s✉❜❥❡❝t t♦ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦t ❢✉❧❧②
r❡❧✐❛❜❧❡ ❬❋▼❙+✵✼❪✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡
▼♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✲ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✶✾
♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠✐❝r♦❛rr❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✱ ♥♦r ❛ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❧♦❣✐❝ ❝♦♥❢r♦♥t✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛✳
✶✳✷✳✷ ❇♦♦❧❡❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s
❇♦♦❧❡❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✼✵✳ ❜② ❑❛✉✛♠❛♥ ❬❑P❙❚✻✾❪✳ ■♥ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠
❣❡♥❡t✐❝ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠s ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♥✴♦✛ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✳ ❆ ❇♦♦❧❡❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❜✐♥❛r② ✭♦♥✴♦✛✮ ❣❡♥❡s✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❝❛✉s❛❧
♦r r❡❣✉❧❛t♦r② ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❡s✱ ❛♥❞ r✉❧❡s t❤❛t s♣❡❝✐❢② t❤❡ st❛t❡ ❛t t✐♠❡ t + 1 ♦❢ ❛♥
❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ❣❡♥❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♦✉t♣✉t✮ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ♦t❤❡r ❣❡♥❡s ❛t t✐♠❡ t✳ ❖♥❡
❝❛♥ st✉❞② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦♥✴♦✛
✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ♣♦✐♥ts✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ st✉❞② ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② s②st❡♠s ❬❑❛✉✾✸❪✳
■♥ ❬❍❙❲❑✵✷❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♠♦❞❡❧❡❞ r❡❛❧ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❇♦♦❧❡❛♥ r✉❧❡s
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♠♦❞❡❧
✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❇♦♦❧❡❛♥ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡❞✉❝❡❞ t❤❛t ❢♦r ✶✺✵ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ tr❛♥s❝r✐♣✲
t✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡ ♠✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❞❡❧❡t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ❡✉❦❛r②♦t✐❝ ❣❡♥❡s
❤❛❞ ❛ str♦♥❣ ❜✐❛s t♦ ❜❡ r❡❣✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ OR ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❬❑P❙❚✵✸❪ ❣❧♦❜❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞✱ ❞❡❞✉❝✐♥❣ ❛❧s♦ ❛
str♦♥❣ ❜✐❛s ❢♦r OR ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛♥ ❢♦r r❛♥❞♦♠ ♥❡t✲
✇♦r❦s✳ ❚❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐❞❡❛❧✐③❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ st❛t❡s ❛s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥♦✉s✳ ❚❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐❝✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ str♦♥❣ ❢♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❛❧✐t②
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❣❡♥❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts r❡❣✉❧❛t♦rs
❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛❢t❡r s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡ ♣♦✐♥ts✳ ❲❤❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s✱ ❝❡rt❛✐♥
❜❡❤❛✈✐♦rs ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✳
❇♦♦❧❡❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧s ❡✈♦❧✈❡❞ ✐♥t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s
❬❚❤♦✾✶❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛s ❛
❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❜✉t ❛s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✿ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ ✵ t♦ p✱ ✇❤❡r❡ p ✐s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss♦rs ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
♦❢ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛✲
t✐♦♥ ✭❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✮ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❣❡♥❡ ♦✈❡r♣❛ss❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❛❜❡❧✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❛t t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡s✲
s♦rs ♦❢ ❛ ❣❡♥❡✱ ♦✉t♣✉ts t❤❡ st❛t❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣❡♥❡ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ✐♥ ❛ ❢✉t✉r❡ st❡♣✳ ❲❤❡♥
t❤❡ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐ts st❛t❡✱ ✐t ❤❛s ❛rr✐✈❡❞ t♦ ❛ st❡❛❞② st❛t❡✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❢♦r✲
♠❛❧✐s♠✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛❧❧ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❯♥❞❡r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❛♥❣❡s✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝✐r❝✉✐ts ❣❡♥❡r❛t❡ ♠✉❧t✐st❛t✐♦♥❛r✐t②✱ ✇❤✐❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝✐r❝✉✐ts
❣❡♥❡r❛t❡ ❤♦♠❡♦st❛s✐s ❬❚❚❑✾✺❪✳ ❇② ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝✐r❝✉✐ts ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞
❛♥❛❧②③✐♥❣ ✐ts st❡❛❞② st❛t❡s✱ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❬▼❚❆❇✾✾❪ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❆r❛❜✐❞♦♣s✐s t❤❛❧✐❛♥❛✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦✈❡r t❤❡ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s
♦❢ t❤❡ t❤❡ ❡♠❜r②♦♥✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞r♦s♦♣❤✐❧❛ ❬●❈❚✵✽❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❝②st✐❝ ✜❜r♦s✐s ❬●▼❇❈+✵✹❪✳
✷✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✶✳✷✳✸ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
❖r❞✐♥❛r② ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭❖❉❊s✮ ❛♣♣❡❛r ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞✲
❡❧✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■♥ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts
❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆❡t✇♦r❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t
❞✐✛❡r❡♥t ❜✐♦♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s ❣❡♥❡s✱ ♣r♦t❡✐♥s✱ ❛♥❞ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✳ ●❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥
✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❘❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡
❝♦♥st❛♥t r❛t❡s✱ ❦✐♥❡t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛t♦r② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❡①♣r❡ss ❛ ❜❛❧❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✉♥✐t✳ ❚❤❡ r❡❣✲
✉❧❛t♦r② ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❍✐❧❧ ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s
s✐❣♠♦✐❞✮ ❝✉r✈❡ ❬❨❨✼✶❪✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ s②st❡♠ ♦❢ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧s ❬❙tr✾✹❪ ♠❛② ❧✐♠✐t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
■♥ ❬❚❈◆✵✶❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡s❡ t♦♦❧s t♦ ❡①♣❧♦✐t ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧
❝②❝❧❡✳ ❖❉❊s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛②s ♦❢ ◆❋κ❇ ❬◆■❊+✵✹❪ ❛♥❞
❊●❋ ❬❙❊❏●▼✵✷❪✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s t❤❛t ✐t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞✐✛❡r❡♥t
t②♣❡s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❣✐✈❡s ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s
✇❤❡♥ ✉s❡❞ ♦♥ ❛ ❦♥♦✇♥ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♠❛♥② ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡t❛✐❧❡❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ❛♣♣❡❛r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ st✉❞② t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢
t❤❡ s②st❡♠✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇❛s ✐♥✈❡♥t❡❞ ❜② ❑✉✐♣❡rs ✐♥ ✶✾✽✻ ❬❑✉✐✽✻❪ ❛♥❞ ✐t ✇❛s
❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♠❡❞✐❝✐♥❡ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜✐♦❧♦❣②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ t♦♦❧s
❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡❛s♦♥✐♥❣❀ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ◗❙✐♠ ❬❑✉✐✾✹❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭◗❉❊✮✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t
❛ ◗❉❊ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛ s❡t ♦❢ q✉❛♥t✐t② s♣❛❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛ s❡t ♦❢
❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛s ❛ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
✭♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✮ ❛♥❞ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ♦r ③❡r♦✮✳ ■♥ ❬❍❙❑✾✽❜❪ t❤❡
❛✉t❤♦rs ✉s❡❞ ◗❙✐♠ t♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ λ ♣❤❛❣❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❊✳ ❝♦❧✐✳ ❚❤❡ s❛♠❡
❛✉t❤♦rs ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❇✐♦❙✐♠ ❬❍❙❑✾✽❛❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ s✐♠✉❧❛t♦r ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡❛✲
s♦♥✐♥❣✳ ●❡♥❡t✐❝ ◆❡t✇♦r❦ ❆♥❛❧②③❡r ✭●◆❆❀ ❬❞❏●❍P✵✸❪✮ ✐s ❛♥♦t❤❡r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t♦r✱
❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ s♣♦r✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❇✳ s✉❜t✐❧✐s✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts r❡❣✲
✉❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❣❡♥❡s ♥♦t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❍✐❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ❜② ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s
st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❛ s②st❡♠ ♦❢ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❘❡❝❡♥t ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s t❤❛t ✉s❡❞ ●◆❆ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✱ ❜✉t st✐❧❧ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡✱ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ t❤❡ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥✉tr✐t✐♦♥❛❧ str❡ss ✐♥
❊✳ ❝♦❧✐ ❬❇❘❞❏+✵✺❪✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ❛ ♣❡❝t✐♥♦❧②t✐❝ ❜❛❝t❡r✐✉♠ ❬❙❘◆✵✼❪✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱
●◆❆ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡s ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ t❤✐s
✇❛②✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❝♦♥s✐❞❡rs ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ s②st❡♠✱
❜✉t ❛❧s♦ ✐t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
▼♦❞❡❧✐♥❣ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✲ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✷✶
✶✳✷✳✹ ❘✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ✲ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✇❛s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✜rst ❢r♦♠ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡❀ ❛❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇✐t❤ t♦♦❧s ❛s ●❡♥❡t✐❝ ◆❡t✇♦r❦ ❆♥❛❧②③❡r✱ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦r
✇❛s ❛❧s♦ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r✉❧❡✲❜❛s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ❜② ✜rst ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r②
♥❡t✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ✜ts t❤❡ ❜❡st t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✿ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛②s✳
❙✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛②s ❛r❡ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t②♣❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s✳ ◆♦❞❡s ✐♥ t❤❡s❡
♥❡t✇♦r❦s r❡♣r❡s❡♥t ♣r♦t❡✐♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ❡✳❣✳ ♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡❞✱ ✉♥♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡❞✱
❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❡t❝✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t ♥♦t ♦♥❧② tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ❜✉t
❛❧s♦ ♣♦st✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s♣❡❝✐❡s t❤❛t ❝❛♥ ❝❛rr② t❤❡ s✐❣♥❛❧s✳ ❈♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt
♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❆♥❛❧②③✐♥❣ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦s
r❡q✉✐r❡s ❛t ✜rst ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣
♦❢ t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥t♦ r❡❣✉❧❛t♦r② ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❑❛♣♣❛ ❬❉▲✵✹❪ ✐s ❛ ❢♦r♠❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜✐♦❧♦❣② ✇❤❡r❡ ♣r❡❝✐s❡ r✉❧❡s ♦❢
♣♦st✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❑❛♣♣❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡s❡ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡
❛♥❛❧②③❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❬❋❉❑+✵✾❪✳ ❇② ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ r✉❧❡s ✐♥t♦ ❖❉❊s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✐♠✲
✉❧❛t❡ ❑✲r✉❧❡s ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥
❬❉❋❋+✵✼❪ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦♥ ❛ s②st❡♠ ♦❢
✶✵ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ 1023 ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r st❛t❡s ❢♦r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s✱ t❤❡② ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢
❖❉❊s✱ ✐s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛ss✉♠❡ s②♥❝❤r♦♥✐❝✐t② ✐♥ ❝❡❧❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s✳ ❆
❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ t❤❡ ❖❉❊s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✐t ♥❡❡❞s t♦ ✜① t❤❡
r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆s t❤❡ r✉❧❡s ❛r❡ ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡✱ t❤❡ r❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts ♥❡❡❞ t♦
❜❡ ❦♥♦✇♥ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✱ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s
❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ♣r❡❝✐s❡❧② ❢♦r ✶✵✵ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❞♦ ♥♦t s♣❡❝✐❢②
✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❤❡♥ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ♠✐❞❞❧❡ ♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s✳
❆♥♦t❤❡r r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ❇■❖❈❍❆▼ ❬❈❋❙✵✻✱ ❋❙❈❘✵✹❪✿ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ♣r♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r ♣r❡❝✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛s ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡
❛❧❧♦✇s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛t t❤r❡❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✭s❡♠❛♥t✐❝✮ ❧❡✈❡❧s✿ ✭✶✮ ❇♦♦❧❡❛♥✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡✐r ♣r❡s❡♥t ♦r ❛❜s❡♥t ✈❛❧✉❡
❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ r✉❧❡s✱ ✭✷✮ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ❞❡♥♦t❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ r✉❧❡s ❛r❡
❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❦✐♥❡t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥
❖❉❊s✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ r✉❧❡s ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s✳
✷✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❡♠♣♦r❛❧ ❧♦❣✐❝ ❈❚▲ ✭❈♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ ❚r❡❡ ▲♦❣✐❝✮✱ ▲❚▲ ✭▲✐♥❡❛r ❚✐♠❡ ▲♦❣✐❝✮✱ ❛♥❞ P▲❚▲ ✭Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ▲❚▲✮✱ ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ t❤r❡❡ s❡♠❛♥t✐❝s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ ❇■❖❈❍❆▼ ❛r❡✿ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✇rt
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♦r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❛t❛ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✐✲
t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇rt ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❦♥♦✇♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ Pr♦❧♦❣ ❢♦r t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ▲❚▲ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬❈❈❘❋❙✵✻❪✱ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ◆✉❙▼❱ ♠♦❞❡❧❝❤❡❝❦❡r ❢♦r t❤❡
❈❚▲ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬❈❈●+✵✷❪✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ❡①❛♠♣❧❡ tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ s❡♠❛♥t✐❝s
✇❛s ❛ ♠✐❞❞❧❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✽✵✵ r✉❧❡s ❛♥❞ ✺✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s❀ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❬❈❘❈❉+✵✹❪ t♦ ❜❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ t❡♥t❤s ♦❢ s❡❝♦♥❞s t♦ ❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ s✐♠♣❧❡
❈❚▲ ❢♦r♠✉❧❛❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♥♦♥✲
❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✿ ♠❛♥② ♣❛t❤s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ s♠❛❧❧
s✐③❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❛t❤✇❛②s✳ ■♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s❡♠❛♥t✐❝s
♦♥❧② s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞✳ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❧♦❣✐❝ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
r❡❛s♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♦✈❡r t✐♠❡ ♦♥ ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r t♦
♣❡r❢♦r♠ ❛♥❛❧②s❡s ♦✈❡r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❛t❛✳ ■t ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♥❝❡✐✈❡❞
t♦ r❡❛s♦♥ ♦✈❡r t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❜❡✐♥❣ ✐ts ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✳
✶✳✸ ❈♦♥❢r♦♥t✐♥❣ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✲
✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s
❆s r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r②
s②st❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ttr❛❝t♦rs✱ st❡❛❞② st❛t❡s✱ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠
s✐③❡✳ ▲❛r❣❡r s②st❡♠s r❡q✉✐r❡ ❧❛r❣❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡♠❀ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◗❉❊s✱
t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ r❡✈✐❡✇✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ✜♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
♠❛② ♣♦s❡ ❛ ❜✐❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❛ t❤♦✉s❛♥❞ ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❇❡✲
s✐❞❡s✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✱ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❚❘◆s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❢♦r
❜❛❝t❡r✐❛✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡✉❦❛r②♦t❡s✱ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
♦❢ ❙❛❝❝❤❛r♦♠②❝❡s ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❚❘◆ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬◆●❇❇❑✵✷✱ ❚▼❏+✵✻✱ ▼▼❚+✵✽❪✳
❚❤✐s r✐s❡s t✇♦ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ✏❍♦✇ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡
❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥t♦ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦r ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝ t♦♦❧✱
t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦r r❡❛s♦♥ ♦✈❡r ✐t❄✑ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ✏❍♦✇ ❝♦rr❡❝t ❛ ❝♦♠♣❛r✐✲
s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇✐t❤ ❣❡♥♦♠✐❝ ❞❛t❛s❡ts ❝❛♥ ❜❡✱ ❦♥♦✇✐♥❣
t❤❛t ♥❡t✇♦r❦s✱ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ ❝✉r❛t❡❞✱ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❬❊❇❑+✵✽❪✱ ❛♥❞ t❤❛t
❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ❞❛t❛s❡ts ♠❛② ❜❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❬●❲✵✷❪❄✑
❘❡❝❡♥t❧②✱ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❧❡❛✈❡ ❛s✐❞❡ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞②♥❛♠✲
✐❝s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❧❡ss ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛❜str❛❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❖♥❡
♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇rt ❣❡♥❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤✐s t❤❡s✐s✱ r❡✲
❈♦♥❢r♦♥t✐♥❣ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✷✸
♣♦rts ❤♦✇ ❝♦❤❡r❡♥t ❛r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇rt t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣②✱ t❤❛t
✐s✱ ✇rt t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ❛rr♦✇s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❞✐❛❣♥♦s✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱
♦♥❡ ❝❤❡❝❦s ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t ✜ts t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧ ♦r ♥♦t❀ ❛❧s♦✱ ♦♥❡
❝❤❡❝❦s ✇❤✐❝❤ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✇rt ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t
✇❛s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛✲
❣r❛♣❤s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡ ✐♥t♦ ♥❡t✇♦r❦
♠♦t✐❢s ♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✳ ❖t❤❡rs ❣❡♥❡r❛t❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢
❣❡♥❡✲❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❛t t❤❡✐r r❡❛s♦♥✐♥❣
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝❛✉s❛❧ r✉❧❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬●❘❘▲+✵✸❪ ✉s❡❞ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❝❛r❡❢✉❧
r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ r❡❣✲
✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✉s✐♥❣ ♠✐❝r♦❛rr❛② ♣r♦✜❧❡s✳ ■ts ♥♦✈❡❧t② r❡s✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✇✐❞❡❧②
❡①♣❧♦✐t ❣❡♥♦♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡✐r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ r❡❣✉❧❛t♦r②
str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs t❡st❡❞ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ❛♥❞ ❢♦✉r ♠✐❝r♦❛rr❛② ♣r♦✜❧❡s ♦♥ t❤✐s ♦r❣❛♥✐s♠ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜②
t❤❡♠✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡ ✇❛s ❛♥❛❧②③❡❞ ♣❛rt✐❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② s♣❡❝✐✜❝ r❡❣✉❧♦♥s
✭❣❡♥❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❚❋✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧②
✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❛rr❛②✳ ❆ r❡❣✉❧♦♥ ✇❛s ♠❛r❦❡❞ ❛s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♥✴♦✛ ❡①♣r❡ss❡❞ ✈❛❧✲
✉❡s ♦❢ ✐ts ❣❡♥❡s ❛❣r❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❚❋ t❤❛t tr❛♥s❝r✐❜❡s t❤❡♠ ❛♥❞ ✐ts ❛❝t✐✈✐t②✳
❚❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❚❋ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐ts ❉◆❆ ❜✐♥❞✐♥❣ ❝♦♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞❡❞✉❝❡❞ ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s ♦♥❧② r❡❣✉❧❛t❡❞ ❜② ✐t✳
❆ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ❇♦♦❧❡❛♥ r✉❧❡ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ❣r♦✉♣s ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉❣❣❡st❡❞ ♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t
✼✵ t♦ ✽✼✪ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✉❧♦♥s ❛♥❛❧②③❡❞ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡tt✐♥❣s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡tt❡r ❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉◆❆
❜✐♥❞✐♥❣ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ ✇❤❡♥ ♥♦t✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬❍▲PP✵✻❪ ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♥s✐s✲
t❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❡♥❞✐✉♠ ♦❢ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳
❚❤❡② ✉s❡❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ❊✳ ❝♦❧✐ ❬❙❖▼▼❆✵✷❪ ❛♥❞ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❬◆●❇❇❑✵✷❪✳ ❚❤❡
❞❛t❛s❡ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✶✻✸ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❊✳ ❝♦❧✐ ❛♥❞ ✾✵✹ ❢♦r ②❡❛st✳ ❚❤❡② ❞✐✈✐❞❡❞
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ✜✈❡ t②♣❡s ♦❢ ♠♦t✐❢s✿ r❡❣✉❧♦♥s✱ ❝♦♠♣❧❡① r❡❣✉❧♦♥s ✭❣❡♥❡s
r❡❝❡✐✈✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❛❝t✐✈❛t♦r ♦r r❡♣r❡ss♦r✮✱ r❡❣✉❧❛t♦r✲t❛r❣❡t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭❘■s✮✱ t❛r✲
❣❡t ♠♦❞✉❧❡s ✭❚▼s✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❣✉❧❛t♦rs ❛❝t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ t❛r❣❡t✮✱ ❛♥❞ ❢❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞
❧♦♦♣s✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❛ ♠♦t✐❢ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❤♦✇ ♣r♦❜❛❜❧❡
✇❛s t❤❛t ✐ts t♦♣♦❧♦❣② r❡✢❡❝t❡❞ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❡♥❞❡♥❝②✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ r❛♥❞♦♠ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠♦t✐❢s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡s ✐♥ ❛ r❡❣✉❧♦♥ ✇❡r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦
❝♦rr❡❧❛t❡ ✐♥ t❤❡✐r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✭P✲✈❛❧✉❡ ❁ ✵✳✵✶✮ ✇rt t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♣r♦✜❧❡s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❣❡♥❡r❛t❡❞ r❡❣✉❧♦♥s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t t❤❡② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r❝❡♥t❛❣❡
♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠♦t✐❢s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦t✐❢ t②♣❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❣✉❧♦♥s t❤❡② ♦❜t❛✐♥❡❞
t❤❛t ❛r♦✉♥❞ ✺✵✪ ♦❢ t❤❡♠ ✇❡r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ ②❡❛st ❛♥❞ ❊✳ ❝♦❧✐ ✳ ❚❤❡
❧♦✇❡st ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❘■s✳ ❚❤❡s❡ ❛♥❛❧②s❡s r❡✈❡❛❧❡❞ ✐♥❝♦♠✲
♣❧❡t❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t r❡❣✉❧♦♥s ✇❛s
✷✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r r❡❣✉❧♦♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛❝t✐✈❛t♦rs t❤❛♥ ♦❢ r❡♣r❡ss♦rs✱ ❛♥❞ ❢♦r ❚▼ ♠♦t✐❢s ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
♦♥❡ ✐s t❤❛t ♥♦ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r②
r✉❧❡s ❛r❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥
♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❣✐✈❡s ❛ str♦♥❣ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ t♦ ❞❛t❛s❡ts✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡❝t
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ♦r ✐♥❝♦❤❡r❡♥t✳ ❆❧s♦✱ ❛ ✇❡❛❦♥❡ss r❡❧✐❡s
♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❜str❛❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡
❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛✐♠❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s ✐s t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬❈❑❘+✵✹❪✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛♣♣❧✐❡❞ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❈❙P✵✶❪ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❤✐❣❤✲t❤r♦✉❣❤♣✉t ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ t♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❜❛❝t❡r✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ❛❜❧❡
t♦ ♣r❡❞✐❝t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡✈❡♥ts ❜② ✉s✐♥❣ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■t ❡①♣❛♥❞❡❞ ✢✉①✲❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬❱P✾✹❪ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡❣✉❧❛✲
t♦r② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦r ❛❜s❡♥❝❡ ✭✶✴✵ ✈❛❧✉❡✮ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s
❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡
❜❛❝t❡r✐❛ ❣r♦✇t❤ ✇❛s ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❆✉t❤♦rs ❝♦✉❧❞ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠
❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣✱ ❛t ✜rst✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ✢✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✜①❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✢✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♦♥✴♦✛ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣✲✱ ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱ ♦r ③❡r♦ t❡♥❞❡♥❝② ✇❡r❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢♦r
❛❧❧ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❬❈❑❘+✵✹❪ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ♠❡t❛❜♦❧✐❝✴r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛ ✹✾✪ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❣❡♥❡✲❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠❘◆❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❡r♦❜✐❝✲❛♥❛❡r♦❜✐❝ s❤✐❢t✳ ❚❤✐s ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ✇❛s✱ ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱
✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ✾✽✪ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ❜♦♦❧❡❛♥ r✉❧❡s ✇❤❡r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦✉t♣✉ts✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs r❡❝❡♥t❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s
✐♥t♦ t❤❡✐r ✐♥ s✐❧✐❝♦ ❊✳ ❝♦❧✐ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❬❈❳❈❑✵✽❪✳ ❚❤❡✐r ✐♥t❡❣r❛t✐✈❡ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♠❜✐♥❡s ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡s ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t
❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ✐♥ ❛♥ ♦r❣❛♥✐s♠✳ ❚❤✐s ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ r❛✐s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❛♠♦♥❣ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ♥♦t ♣r❡❝✐s❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❖♥❡ ✇❡❛❦♥❡ss ✐s t❤❛t ♦❜t❛✐♥✲
✐♥❣ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s r❡q✉✐r❡s ♣r❡✈✐♦✉s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡ ✐♥✐t✐❛❧
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡
st❡♣s t❤❡② ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ ✭♦r ✐♠♣♦s❡✮ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥
❛♥❞ ❞❡❝❛② t✐♠❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❛①✐♠✉♠ ✉♣t❛❦❡ r❛t❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉❜str❛t❡s✳ ❊✈❡♥
t❤♦✉❣❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞♦ ♥♦t
♠❡♥t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✲
✐❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✜ts t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② r✉❧❡s ✐♥t♦ ❛♥ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛t❛s❡t✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t r❡❛s♦♥ ♦✈❡r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✲
✇♦r❦s✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡ ✐♥t♦ ♥❡t✇♦r❦
♠♦t✐❢s ❬●❘❘▲+✵✸✱ ❍▲PP✵✻❪✳ ❖t❤❡rs ✉s❡ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❬●❘❘▲+✵✸✱
❈❑❘+✵✹❪ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✷✺
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦✉t♣✉ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❛t t❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r
❛♥❛❧②③✐♥❣ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s
✇❛s ♥❡✐t❤❡r ❛✉t♦♠❛t✐③❡❞ ♥♦r ❣❧♦❜❛❧✳ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛✉✲
t♦♠❛t✐③❡❞✱ ②❡t ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❝q✉✐r✐♥❣ ♣r❡❝✐s❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✳
✶✳✹ ▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❚❤❡ st✉❞✐❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤♦s❡ t❤❛t ♠♦❞❡❧❡❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r♠❛❧✐s♠ r❡❛✲
s♦♥❡❞ ✇✐t❤ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s ♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ❞✉r✐♥❣ str❡ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦r ❣❡♥❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❛s t♦ s❡t ✉♣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❇♦♦❧❡❛♥ r✉❧❡s ♦❢ ❬❑❛✉✾✸❪ ✐♥ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ❝♦♥t❡①t t❤❛t ❡♥s✉r❡s t❤❡✐r
✈❛❧✐❞✐t②✿ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ s❤✐❢ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ✐❞❡❛✱ ✐♥ ❬❙❘❇+✵✻❪ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❛t❛✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛✉s❛❧ r✉❧❡ ✭♥❡❛r t♦ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✮ ✇❛s ✉s❡❞
t♦ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
❚❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ✐♥✐t✐❛❧❧②✱ t♦ t❡st ✐ts ✈❛❧✐❞✐t② ♦♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❜❛❝t❡r✐❛❧ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧
♥❡t✇♦r❦s✱ ❛❢t❡r✇❛r❞s✱ t♦ ❛♣♣❧② ✐t t♦ ❝♦♠♣❧❡① ❡✉❦❛r②♦t✐❝ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳
❉✉r✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❣✉✲
❧❛t♦r② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❡✉❦❛r②♦t✐❝ ❞❛t❛✳ ❆❧s♦✱ ✐t ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞
t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❦♥♦❝❦♦✉t ❛♥❞ ♦✈❡r✲❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ♦✉t♣✉t
✇❡r❡ ❝♦♥st❛♥t❧② ❝❤❡❝❦❡❞✱ ❛❞❛♣t❡❞✱ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♦✉r ❝❛s❡ st✉❞✐❡s✿
❼ ●❧♦❜❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❛t❛s❡ts✳
❼ ❉✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ♠♦❞✉❧❡s✳
❼ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦✈❡r ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦r ♣r♦t❡✐♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳
❚❤❡s❡ ♦✉t♣✉ts ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❢t❡r r✉♥♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡
❧❛r❣❡ s②st❡♠s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ✜♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆ P②t❤♦♥ ❧✐❜r❛r②✱
❇✐♦q✉❛❧✐✱ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s✳
❆❧s♦✱ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝ t♦♦❧s s✉❝❤ ❛s ❛ ❲❡❜s✐t❡✱ ❛ ❈②t♦s❝❛♣❡ ♣❧✉❣✐♥✱ ❛♥❞ ❛ ❲❡❜ s❡r✈✐❝❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ♠❛❞❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛♥❞ ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
❚❤❡s❡ t♦♦❧s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ❜✐♦❧♦❣✐sts s♦ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡
t②♣❡ ♦❢ ❛♥❛❧②s❡s ♦✈❡r t❤❡✐r ♦✇♥ ❞❛t❛✳
❖✉r ✇♦r❦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ♣r❡✈✐♦✉s ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ st✉❞✐❡s s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝
❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧✳ ❲❡ ❣♦ ♦♥❡ st❡♣ ❢✉rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛s ✇❡
✷✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ t♦♦❧ ❢♦r r❡♣❛✐r✐♥❣ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ♥❡t✇♦r❦s✳ ❇② ❞♦✐♥❣ t❤✐s ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡
t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞✴♦r ❞❛t❛ ✐♥
♦r❞❡r t♦ r❡❝♦♥❝✐❧❡ t❤❡♠✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✱ ✇❡
❞♦ ♥♦t ♣r✐♦r✐t✐③❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❀ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ♣r♦♥❡ t♦
❡rr♦rs✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❈❑❘+✵✹❪✱ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥s✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❡r❡ ❤✐❣❤❧② ❛❝❝✉r❛t❡
✭✾✵✪✮ ❛❢t❡r ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡tr✐❡✈✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧
♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❛t❛s❡ts✳
❖♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛♥s✇❡r❡❞ t♦ r❡❧❡✈❛♥t ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s s✉❝❤ ❛s✿
❼ ❚❡st✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✇rt
t♦ ❤✐❣❤✲t❤r♦✉❣❤♣✉t ❞❛t❛s❡ts✳
❼ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ♠❛♥✉❛❧ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❤②♣♦t❤❡s❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥
❛ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳
❼ ■♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❛s ❛❝t✐✈❛t♦rs ♦r r❡♣r❡ss♦rs✳
❼ ●❧♦❜❛❧❧② ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ♦♥✴♦✛ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣
t✇♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✳
❇❡✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ♠✉❧t✐✲❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❡t❤✲
♦❞s ❛♥s✇❡r ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✱ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝✱ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts✳
❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✳ P❛rt ■ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝ t♦♦❧s
♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞✐✛✉s❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ P❛rt ■■ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✳
P❛rt ■
❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ t♦ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t✳ ❇♦t❤
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❞❛t❛s❡t ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✇❛②✱ t❤❛t ✐s t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤✐s
❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛♥s✇❡r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❣✐✈❡
✉s ✐♥s✐❣❤ts ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ ❧❛r❣❡ s②st❡♠s ♦❢
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✈✐❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❯♣
t♦ t❤✐s ❞❛t❡✱ t✇♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜♦t❤
❜❡✐♥❣ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳
❉✐✛❡r❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❜❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r q✉❡st✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❲❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❣r❛♠s ❛❞❞r❡ss❡❞ t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s✿ ✭✐✮ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
❝❤❡❝❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛s❡t✱ ✭✐✐✮ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✐♦♥s
▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✷✼
♦r ❞❛t❛s❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✭✐✐✐✮ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ✉♥s✐❣♥❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✭✐✈✮ ❛✉t♦♠❛t✐❝
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✭✈✮ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠✐♥✐♠❛❧
r❡♣❛✐r ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞✴♦r ❛ ❞❛t❛s❡t✱ ❛♥❞ ✭✈✐✮ ♣♦st✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ✉♥❞❡r ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦s✐s✱ ✇❡r❡
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝ t♦♦❧s t❤❛t ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ✉s❡r t♦ ❛❝❝❡ss ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t t❤❡♠ ✐♥ ❛♥
❡❛s✐❡r ✇❛② ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❲❡❜s✐t❡✱ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✱ ♦r ❛ ❲❡❜ s❡r✈✐❝❡✳
❈❤❛♣t❡r ✷
❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❙❘❇+✵✻❪ ❛♥❞ ❬❘▲❙+✵✻❪✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛s❡t❀ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥ {✰,❂, ❄}
✐♥✢✉❡♥❝❡s✱ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s✱ r❡♣r❡ss✐♦♥s✱ ♦r ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥ {✰,❂} ❝❤❛♥❣❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✉♣✲ ♦r ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢
♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛
♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛s❡t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ s②st❡♠ ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝t✳
❊❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ r❡❧❛t❡s ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ✐ts ❞✐r❡❝t
♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ✉s✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐❞❡❛✿ ✧❚❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠✉st ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❜② ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✐ts❡❧❢✱ ✐♥
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳✧ ■❢ t❤✐s r✉❧❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts✱ t❤❡ s②st❡♠
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts ✇✐❧❧ ❜❡
✜①❡❞ t♦ {✰,❂} ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❇② s❡❛r❝❤✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s②st❡♠ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡ ♠❛② ✜♥❞ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t
❤❛✈❡ t♦ ♦❝❝✉r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤✐s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆❧s♦✱ ✐t ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❛r❝❤
❢♦r t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②❀ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ s♦♠❡
♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ s✐❣♥s ♦❢ s♦♠❡ ♥❡t✇♦r❦ ❡❞❣❡s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ✐t ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤✳
❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ❢❡✇ ✇♦r❞s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ❜❡t✇❡❡♥
❛ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡r❡ ✇❡
✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss ❛❜♦✉t ♥❡✇ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ r❡❧❛t❡ ❛
♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤ ✐ts ❞✐r❡❝t ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✳
❈❤❛♣t❡r ✸
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ s❤♦✇ ✇❤✐❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❧✐❡❞ ♦♥ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
r❡s❡❛r❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ s②st❡♠ ♦❢
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❛♥ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❡✈❡♥ ❧✐♥❡❛r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠s
✷✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❬❉♦r✽✽❪✱ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s
❬❚▼❉✵✸❪✳ ❚✇♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r♦♣♦s❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞✱ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥t❧②✱ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳
❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❡r♥❛r② ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ❚❉❉s ❬❱❇❙❘✵✺✱ ❱❡❜✵✼✱
▲❇P✵✼✱ ❇♦r✵✾❪✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡✈♦❧✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✐t ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡
s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞✱
❜❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❚❉❉s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♣r♦❣r❛♠s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦ ❛♥❛❧✲
②s✐s✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿ ✭✶✮ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢
❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✭✷✮ ✐♥ ❝❛s❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✭❝♦♥s✐st❡♥❝②✮✱ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts✱ ✭✸✮ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✮✱ ✐s♦❧❛t✐♥❣ ❛ s❡t
♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤✮✳
❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥♦t❤❡r ♣r♦❣r❛♠ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
❛❧❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ ❚❉❉s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❣r❛♠s ✇❤✐❝❤
✐♥❢❡r t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ r♦❧❡ ♦❢ ❚❋s ❜② ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t✇♦ ❡①t❡♥s✐♦♥s
♦❢ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤✿ ✭✐✮ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t②♣❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r②
r♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst ❡①t❡♥s✐♦♥ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t♦ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
✐s st✐❧❧ ✐♥ ✐ts t❡st✐♥❣ ♣❤❛s❡✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts
✉s✐♥❣ ❆♥s✇❡r ❙❡t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❆❙P✱ ❬●❑◆❙✵✼❪✮✳ ■♥ ❬●❙❚+✵✽❪ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣
❆❙P r✉❧❡s ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❡①❛❝t❧② ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦
✇❤❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❣r❛♠s ❜❛s❡❞ ♦♥
❚❉❉s✱ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦ ❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ ❛❧❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤s ❛r❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✐♥ ❆❙P✳
◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❆❙P✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦✴❞❛t❛s❡t ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❆❙P r✉❧❡s t♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳
❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ❛♥❞ ✇❛s s✉❜♠✐tt❡❞✱ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ t❡❛♠ ❧❡❛❞❡❞ ❜② ❚✳ ❙❝❤❛✉❜ ✐♥ t❤❡ P♦ts❞❛♠ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ t♦ t❤❡ ✏❚✇❡❧❢t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣✑✱ t♦ ❜❡ ❤❡❧❞
✐♥ ❚♦r♦♥t♦✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ▼❛② ✾✲✶✸✱ ✷✵✶✵✳
❈❤❛♣t❡r ✹
❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s ♦✛❡r ❛ ❣♦♦❞ st❛rt✲
✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ✉s❡rs ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ ❜❛s✐❝ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡✳ ❇♦t❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭❡✐t❤❡r ❜② ❝♦❞✐♥❣ ✐♥ P②t❤♦♥ ♦r ❆❙P✮
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ♣r♦❣r❛♠ ❤❡r ♦✇♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■t ♠❛② ❜❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✉s❡rs
❛r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ q✉❡st✐♦♥s ✇❡ ✇❡r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦♣♦s❡❞ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❣r❛♠s t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢❛st❡r ❛♥❞ ❡❛s✐❡r ❛❝❝❡ss t♦ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤r❡❡ ❜✐♦✐♥❢♦r✲
▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✷✾
♠❛t✐❝ t♦♦❧s✳ ■♥ ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥✱ t❤❡s❡ t♦♦❧s ❛r❡ ❛ ✇❛② ♦❢ ❞✐✛✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✱ ❜②
❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ q✉❡st✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛s❦❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❜② ❡①❡❝✉t✐♥❣ r❡♠♦t❡❧②
t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ✐♥ ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s❡ t♦♦❧s✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡
t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦s❡ t❤❡♠ ✇rt ❛ s✐♥❣❧❡
❞❛t❛s❡t✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❧❛✉♥❝❤ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ●❡♥❖✉❡st ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
❢❛❝✐❧✐t② ❬❣❡♥❪✱ ❛r❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❡❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t❧② ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡②
✇❡r❡ s❡t ✉♣ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ●❡♥❖✉❡st ♣❧❛t❢♦r♠✳
❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❲❡❜s✐t❡ ✇❤✐❝❤ r❡❝❡✐✈❡s t❡①t ✜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♥❡t✇♦r❦
❛♥❞ ❛ ❞❛t❛s❡t❀ ✐t ♦✉t♣✉ts t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥s✇❡r✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❧✐sts t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❝❛✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t♦♦❧ ✐s ❛ ♣❧✉❣✐♥ ❢♦r ❈②t♦s❝❛♣❡ ❬❙▼❖+✵✸❪✱ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r ✈✐s✉❛❧✐③✐♥❣ ❛♥❞
❛♥❛❧②③✐♥❣ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤✐s ♣❧✉❣✐♥ ❛❧❧♦✇s ✈✐s✉❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦
❛♥❛❧②s✐s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳ ❆♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ✐s ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s
♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ❝♦♥✲
❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❈②t♦s❝❛♣❡ ♣❧✉❣✐♥ ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✏●✉③✐♦❧♦✇s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❇✐♦◗✉❛❧✐ ❈②t♦s❝❛♣❡
♣❧✉❣✐♥✿ ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s✳ ❇▼❈ ●❡♥♦♠✐❝s✱ ✈♦❧✳
✶✵✱ ♣♣✳ ✷✹✹✱ ✷✵✵✾ ✑✳
❚❤❡ t❤✐r❞ t♦♦❧ ♣r♦♣♦s❡s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s✱ ❜✉t t❤✐s t✐♠❡ ❛s ❛ ❲❡❜
s❡r✈✐❝❡✳ ❚❤✉s✱ ✉s❡rs ❝❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦ ❛♥❛❧②s✐s ❢r♦♠ t❤❡✐r
♦✇♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ t♦♦❧s ♦r ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤❡ ❲❡❜ s❡r✈✐❝❡ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥t❡r❛❝t
✇✐t❤ t❤❡ ❈♦r②♥❡❘❡❣◆❡t ♣❧❛t❢♦r♠ ❬❇❲❘+✵✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s②st❡♠s ❜✐♦❧♦❣② ♣❧❛t❢♦r♠ t♦
❛♥❛❧②③❡ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ❈♦r②♥❡❜❛❝t❡r✐❛ ❛♥❞ ❊✳ ❝♦❧✐✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t
❡①✐st✐♥❣ t♦♦❧s ♦❢ t❤✐s ♣❧❛t❢♦r♠✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ t❤✉s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
❛♥❛❧②s❡s ✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳
P❛rt ■■
❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs ✇❡r❡
✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ r❡❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❖♥ t❤✐s ❛❝❝♦✉♥t ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♣✉❜❧✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡s
❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤r❡❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❣❛♥✐s♠s✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❞❛t❛✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ♦♥
t❤❡s❡ ♦r❣❛♥✐s♠s✳
❚❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇❛s t❤❡ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ tr❛♥s❝r✐♣✲
t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❈❤■P✲❝❤✐♣ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✇❛s t❤❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦
♦❢ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ ❤✉♠❛♥ ♦♥❝♦❣❡♥❡✳ ❚❤✐s ❧❛st ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ❈✉r✐❡✶ ❬❙❩◆+✵✽❪✳
❲❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥t♦ t✇♦ ❝❤❛♣t❡rs✱ ✺ ❛♥❞ ✻✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛♥❛❧②s❡s ♦♥ ♣r♦❦❛r②✲




❚❤❡ ❜❛❝t❡r✐✉♠ ❊s❝❤❡r✐❝❤✐❛ ❝♦❧✐ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st✲st✉❞✐❡❞ s✐♥❣❧❡✲❝❡❧❧❡❞ ♦r❣❛♥✐s♠s✳ ■ts
❣❡♥❡t✐❝ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❜② ❛ ✇✐❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❛s
❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡s s✉❝❤ ❛s ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤✐s ❜❛❝t❡r✐❛✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤✐s ♦r❣❛♥✐s♠✳
❋✐rst✱ ✇❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦ ❛♥❛❧②s✐s
♦♥ t❤❡ s✐❣♥❡❞ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡ ♠✐♥✉t❡ ✉s✐♥❣
♣r♦❣r❛♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❚❉❉s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢
r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ t❤✐s
✇♦r❦ ✐♥ ✏●✉③✐♦❧♦✇s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❇❡t✇❡❡♥ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❉❛t❛ ❛♥❞ ▲❛r❣❡
❙❝❛❧❡ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ◆❡t✇♦r❦s✿ ❆ ❈❛s❡ ❙t✉❞②✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ❛♥❞ ❈❤❡♠✐str②✱
✈♦❧✳ ✼✱ ♣♣✳ ✸✼✲✹✸✱ ✷✵✵✼✑✳
❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❜② ❝♦♠♣❛r✲
✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠✐❝r♦❛rr❛② ❞❛t❛s❡t✳ ❲❡ ❞❡t❡❝t❡❞ t❤❛t ✽✵✪ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❛t❛s❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ❢❛❧s❡✲♣♦s✐t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣✉❜✲
❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✧●✉③✐♦❧♦✇s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❈✉r❛t✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✐ts
❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛s❡ts✱ ❈■❇❇✬✵✽✿ ✺t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❇✐♦✐♥✲
❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❇✐♦st❛t✐st✐❝s✱ ❙❛❧❡r♥♦✱ ■t❛❧② ✷✵✵✽✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱
✈♦❧✳ ✺✹✽✽✱ ♣♣✳ ✶✹✹✲✶✺✺✱ ❙♣r✐♥❣❡r✧✳
❚❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ✇❛s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡s t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s
✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛❢t❡r ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r❡❞✐❝t ♣❛rt✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡s❡ ❞❛t❛s❡ts ✇✐t❤ ❛ ✾✵✪ ♦❢
❛❝❝✉r❛❝②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✉♥s✐❣♥❡❞
❚❘◆ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦✉r r❡s✉❧ts✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❈❤❛♣t❡r ✻
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧
♥❡t✇♦r❦✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♦r❣❛♥✐s♠ ✐s ✈❡r② ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞✱ ✐ts tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠❛✲
❝❤✐♥❡ ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡✉❦❛r②♦t✐❝ ♦r❣❛♥✐s♠s✳ ❖♥❡ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
♣r♦❦❛r②♦t❡s ❛♥❞ ❡✉❦❛r②♦t❡s ✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡
♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❡✉❦❛r②♦t✐❝ ❝❡❧❧s✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐s t❤❛t ✐♥ ❡✉❦❛r②♦t✐❝ ❝❡❧❧s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♣♦st✲tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛❢t❡r t❤❡
♠❘◆❆ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣r♦❦❛r②♦t✐❝ ❝❡❧❧s ♠❘◆❆ ✉s✉❛❧❧② st❛②s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t✇♦ ❡✉❦❛r②♦t✐❝
r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦
♦❢ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ ❤✉♠❛♥
♦♥❝♦❣❡♥❡✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❛❧②s❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ♦✈❡r t❤❡s❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✳
■♥ ♦✉r ✜rst st✉❞② ✇❡ s❤♦✇ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❡✉❦❛r②♦t✐❝ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐
▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✸✶
♣r♦❦❛r②♦t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ ✧❱❡❜❡r ❡t ❛❧✳ ■♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ tr❛♥✲
s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ✐♥ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s✱ ❇▼❈ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✾✱ ♣♣✳ ✷✷✽✱ ✷✵✵✽✧✳
■♥ ♦✉r s❡❝♦♥❞ st✉❞②✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ✇❡ ❛❞❛♣t❡❞ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
s♣❡❝✐✜❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦st✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧✐♥❣
♥❡t✇♦r❦✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♣❛t❤✇❛②s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡
❢♦r t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✲❝②❝❧❡ ♣❤❡♥♦t②♣❡ ✐♥ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡





■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❤✐❝❤
❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ✐t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ t❤❛t ✐s
❛❝❝❡♣t❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇❤✐❝❤ t②♣❡ ♦❢ ♦✉t♣✉ts ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❆❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ st❛t❡❞ ❜②
❛ s❡t ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❞❛t❛ ✇❡ ❛r❡ tr❡❛t✐♥❣❀ ✇❡
✇✐❧❧ s❡❡ ❤♦✇ ✇❡ ❛❞❛♣t❡❞ ♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
✷✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠
✷✳✶✳✶ ■♥t✉✐t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r✉❧❡
▲❡t ✉s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆
r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥t❡♥❝❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❣❡♥❡r✐❝
❝♦♥s✐st❡♥❝② r✉❧❡✱ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✿ ✧❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠✉st ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡
r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✐ts❡❧❢✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✧✳
❚❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✳ A ❛♥❞ B
♠❛② r❡♣r❡s❡♥t t✇♦ ♣r♦t❡✐♥s t❤❛t ❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡ C✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
r✉❧❡ st❛t❡s t❤❛t ✐❢ A ❛♥❞ B ❛r❡ ❜♦t❤ ✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ✭✰✮ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡♥ C
♠✉st ❜❡ ✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞✱ ✐✳❡✳ ❛ ❵✰✬ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ C ✭❋✐❣✳ ✷✳✶❛✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ C ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛s ❵❂✬ ✐❢ ❜♦t❤✱ A ❛♥❞ B✱ ✇❡r❡ ❞♦✇♥✲
r❡❣✉❧❛t❡❞✳
❲❤❡♥ A ✐s ✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ✭✰✮ ❛♥❞ B ✐s ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ✭❂✮ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ C
❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ❛s ❜♦t❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✭✉♣✴❞♦✇♥ r❡❣✉❧❛t❡❞✮ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r C
❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r✉❧❡ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶❜✮✳
❆ t❤✐r❞ s✐t✉❛t✐♦♥ ♠❛② ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❧❡t ✉s s❛②✱ A ✐s ✉♣✲
r❡❣✉❧❛t❡❞✱ B ✐s ✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ C ✐s ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r✉❧❡ st❛t❡s t❤❛t
C s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞❀ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡
t♦ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t
❣r❛♣❤ ✭❋✐❣✳ ✷✳✶❝✮✳ ◆♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤✱ ②❡t✱ ❛
✸✸
✸✹ ❝❤❛♣t❡r✷
r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛ t❤❛t ❝r❡❛t❡❞ t❤❡
❝♦♥✢✐❝t✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡s ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ♣r♦❝❡ss✳ ✭❛✮ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
✇❤❡♥ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ✭❜✮ ❆ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ♠❛②
♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ✭❝✮ ❆♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇❛s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳
❆ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇rt ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ q✉❛❧✐✲
t❛t✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s✱ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✭❝♦♥s❡♥s✉❛❧ ♦r
♥♦t✮ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ✇❡ ♠❛② ♦❜t❛✐♥ ✉♣ t♦ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✿ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞
♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ♦♥❧② ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ♦r ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
✷✳✶✳✷ ❋♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✲
✇♦r❦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❆♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ❛rr♦✇s s❤♦✇ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥s✳
❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ❛♥ ❛rr♦✇ ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B ♠❡❛♥s t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ A t❡♥❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
♦r ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ B ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr♦✇ ❤❡❛❞✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❧❛❝t♦s❡ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ✐♥ t❤❡
❜❛❝t❡r✐✉♠ ❊✳❝♦❧✐ ✭❧❛❝t♦s❡ ♦♣❡r♦♥✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✸✳ ❈♦♠♠♦♥ s❡♥s❡ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❜✐♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ st❛t❡ t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❛❧❧♦❧❛❝t♦s❡ ✭♥♦❞❡ A ♦♥ ❋✐❣✉r❡
✷✳✸✮ s❤♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ LacI ♣r♦t❡✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❜♦t❤
LacI ❛♥❞ cAMP ✲CRP ✐♥❝r❡❛s❡✱ t❤❡♥ ♥♦t❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ LacY ✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❤✐❢t ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠✳ ❖♥ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥t✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥❡t✇♦r❦
♦❢ n ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ✭♠❘◆❆s✱ ♣r♦t❡✐♥s✱ ♦r ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②
Xi t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ith s♣❡❝✐❡s✱ ❛♥❞ ❜② X t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✸✺
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ Xi✮✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛
s②st❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ dX
dt
= F(X,P)✱ ✇❤❡r❡ P ❞❡♥♦t❡s ❛ s❡t ♦❢
❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐♥♣✉ts t♦ t❤❡ s②st❡♠✮✳ ❆ st❡❛❞② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s F(X,P) = 0 ❢♦r ✜①❡❞ P✳
❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✭❝❤❛♥❣❡ P✮ t♦ t❤❡ s②st❡♠
✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ eq1✱ ✇❛✐t✐♥❣ ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❛ ♥❡✇ st❡❛❞② st❛t❡
eq2✱ ❛♥❞ r❡❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ Xi✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❉◆❆ ❝❤✐♣s
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞❛t❛ ❛s t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s Xeq2i −X
eq1
i ✳
❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r♠ ♦❢ ✈❡❝t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❜✉t t❤✐s ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡
♥❡❡❞❡❞ ❛s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛❜♦✉t F ✐s t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ✐ts ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ∂Fi
∂Xj
✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤
t❤❡ ❣r❛♣❤ ✇❤✐❝❤ ♥♦❞❡s ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts {1, . . . , n}✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ j → i
✐✛ ∂Fi
∂Xj
6= 0 ✭❛♥ ❛rr♦✇ j → i ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ i ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Xj✮✳ ❆s
s♦♦♥ ❛s F ✐s ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✱ ∂Fi
∂Xj
♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❛t❡ X✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ∂Fi
∂Xj
✐s ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❛t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ t❤❡ st❛t❡✳ ❚❤✐s r❛t❤❡r str♦♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♠✐❧❞❡r ♦♥❡ s♣❡❝✐✲
✜❡❞ ✐♥ ❬❘▲❙+✵✻✱ ❙❘❇+✵✻❪ ♠❡❛♥✐♥❣ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❛t t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t
❝❤❛♥❣❡ ♦♥ ❛ ♣❛t❤ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ st❡❛❞② st❛t❡s✳
❚♦ st✉❞② t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❤✐❢t ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✇❡ ♥❡❡❞ t✇♦ ♠❛✐♥ ❡❧❡♠❡♥ts✿
✭✐✮ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❛ ❞❛t❛s❡t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
s❤✐❢ts ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t st❡❛❞② st❛t❡✳
■♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♣❛ss❛❣❡ ❢r♦♠ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t♦r②
♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❚❘◆s ❤♦❧❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❚❋✲❣❡♥❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
r❛t❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❚❋ t❤❛t
tr❛♥s❝r✐❜❡s ✐t✳ ❊✈❡♥ s♦✱ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ♠❛② ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡✐r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ ❛s ✐♥✢✉❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ A ✐♥✢✉❡♥❝❡s B ✐❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ A ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ B✳ ❚❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❞❛t❛s❡t ♠✉st ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿
✶✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ♠✉st ❜❡ ❧❛❜❡❧❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❛s ✰✱ ❂✱ ❛♥❞ ❄✱
✇❤❡r❡ ✰ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✭❡✳❣✳ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✱
r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡ ♣r♦♠♦t❡r r❡❣✐♦♥✱ ♦r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✮✱ ❂ ❛
♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✭❡✳❣✳ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥✮✱
❛♥❞ ❄ ❛ ❞✉❛❧ ♦r ❝♦♠♣❧❡① r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✷✮✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡
s❤✐❢t ❢r♦♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ eq1 t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ eq2✱ t❤❡ {✰,❂} ❧❛❜❡❧s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❡❞❣❡s
r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t✳
✷✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ {✰,❂} ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❝❤❛♥❣❡s ♠❛② ❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠❘◆❆✲❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡s✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❛s✿ ✰ ✉♣✲r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❂ ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♠❛② ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♦t❤❡r
r❡❧✐❛❜❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦r ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ str❡ss
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
✸✻ ❝❤❛♣t❡r✷
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❆ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✭❆✮ ♠❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✭❇✮✳ ■♥✢✉❡♥❝❡s ❛♠♦♥❣
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝r❡❛t❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s ✐♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭✰✮
♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❂✮ ✐♥✢✉❡♥❝❡✳
✷✳✶✳✸ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥♦✇ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t r❡❧❛t❡s t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐❡s t♦ t❤❛t ♦❢
✐ts ❞✐r❡❝t ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ✐♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❚♦ st❛t❡ ♦✉r r❡s✉❧t ✇✐t❤ ❢✉❧❧ r✐❣♦r✱ ✇❡ ♥❡❡❞
t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ❵≃✬ ❛♠♦♥❣ s✐❣♥s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✮✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s
r❡✢❡①✐✈❡✱ s②♠♠❡tr✐❝✱ ❜✉t ♥♦t tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❄ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛♥②t❤✐♥❣✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❈♦♥s✐st❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ≃✳ ■t st❛t❡s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥s✇❡r ♦❢ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳
❚ st❛♥❞s ❢♦r tr✉❡✱ ✇❤❡r❡❛s ❋ ❢♦r ❢❛❧s❡✳
≃ ✰ ❂ ❄
✰ ❚ ❋ ❚
❂ ❋ ❚ ❚
❄ ❚ ❚ ❚
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡♥♦t❡ ❛s T ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ ❛s {S1, S2, . . . , Sp}
t❤❡ p ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ♦❢ T ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ T ✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡
t ∈ {✰,❂} ✭r❡s♣✳ s1, s2, . . . , sp✮ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡ T ✭r❡s♣✳ S1, S2, . . . , S3✮✱ ♠❡❛s✉r❡❞
❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❛t ❛ st❡❛❞② st❛t❡✶✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❤✐❢t ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s②st❡♠ ✉♥❞❡r
❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐ts ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ❉◆❆ ❝❤✐♣s ♦✉t♣✉ts✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ✭❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛❧❧✮
s♣❡❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
❲❡ ❝❛♥ t❤✉s r❡❧❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t✿
t ≃ FT (s1, s2, · · · , sp) ✭✷✳✶✮
✶❚❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❦❡♣t t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✸✼
✇❤❡r❡ FT : {✰,❂}p → {✰,❂, ❄} ✐s ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ♦❢ T ✳ FT r❡♣r❡s❡♥ts ❤♦✇ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ♦❢ T
❛✛❡❝t t✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛② ♦✉t♣✉t ❛ ❄ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t ❝❛♥♥♦t
❜❡ ♣r❡❝✐s❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ❵≃✬ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡
❞♦❡s ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✱ ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✱ ♦r
✐❢ FT ✐s ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ ❵❄✬ ✭r❡❝❛❧❧ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✮✳
❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱ FT ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ■t ♠❛②
❜❡ ♣r❡❝✐s❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠ ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ❆❧s♦✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜t ❛♥② t②♣❡ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❛♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❤✐❢t✳
✷✳✶✳✹ ●❡♥❡r✐❝ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t
❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ FT = GENT ✐s ❛ ✇❛② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡
p ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ♦❢ T ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✇❛②✳ ■t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡✐r r❡❣✉❧❛t✐♦♥ s✐❣♥✱ t❤❛t ✐s✿
t ≃ GENT (s1, · · · , sp) ✭✷✳✷✮
GENT (s1, · · · , sp) =
⊕∑
j∈{1,··· ,p}
sign(Sj → T )⊗ sj , ∀Sj 6= T ✭✷✳✸✮
✇❤❡r❡ sign(Sj → T )✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ Sj t♦ T ✐♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤
❛♥❞ ✐t ✐s ❛ ✈❛❧✉❡ ✐♥ {✰,❂, ❄}✳ ⊗ ❛♥❞ ⊕ ❛r❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳
❚❤❡s❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ♦❢ ❛ ♥♦❞❡
✐♥ ❛ ❣r❛♣❤✳ GENT r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❛t ❛rr✐✈❡ ♦✈❡r ❛ ♣r♦❞✉❝t T ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝
✇❛②✳ ■❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s sign(Sj → T ) ⊗ sj t❛r❣❡t✐♥❣ T ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ GENT
✇✐❧❧ ❜❡ ✰✳ ■t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛♥ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ t♦ ♦❜t❛✐♥
GENT = ❄✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❙✐❣♥ t❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✭⊕✮ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭⊗✮ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t✳
⊕ ✰ ❂ ❄
✰ ✰ ❄ ❄
❂ ❄ ❂ ❄
❄ ❄ ❄ ❄
⊗ ✰ ❂ ❄
✰ ✰ ❂ ❄
❂ ❂ ✰ ❄
❄ ❄ ❄ ❄
■♥ ❬❘▲❙+✵✻❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t t ≃ GENT
✐s ✈❛❧✐❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿
❼ ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ T ❞♦❡s ♥♦t s❡❧❢✲r❡❣✉❧❛t❡s ♣♦s✐t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✇❤❡♥
T ❞♦❡s ♥♦t ❛❝t✐✈❛t❡ ✐ts ♦✇♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛ss✉r❡s t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ s❡❧❢✲r❡❣✉❧❛t❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧②✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡
✐♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ t❤❛t r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❡❧❢✲r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ♥♦t ✐♠♣♦s❡❞ ♦✈❡r ✐t✳
✸✽ ❝❤❛♣t❡r✷
❼ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛ ❞✐r❡❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ P ✭s❡t ♦❢ s②st❡♠ ✐♥♣✉ts✮ ♦✈❡r T ✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t T ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥♥❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
❼ ❋♦r ❛❧❧ j ∈ {1, · · · , p}✱ sign(Sj → T ) ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ st❛t❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤
❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ eq1 ❛♥❞ eq2✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤
r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ str♦♥❣❡st ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ s✐♥❝❡
✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❙❚✵✶❪ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡✐r t❛r❣❡ts✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝♦♥str❛✐♥t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ F(X,P) = 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r s✐❣♥s ❛♥❞ ♥♦t q✉❛♥t✐t✐❡s✱ t❤✐s ❝♦♥✲
str❛✐♥t ✐s ✈❛❧✐❞ ❡✈❡♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❬❘▲❙+✵✻❪ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦♦❢✮✳
■♥ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ❢♦r♠❛❧✐s♠ r❡❣✉❧❛t♦r② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❡✉❦❛r②♦t❡s ❛r❡ ♠♦❞✲
❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ OR ❇♦♦❧❡❛♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❇■❖❈❍❆▼ ❬❈❋❙✵✻✱ ❋❙❈❘✵✹❪ ♣❤♦s♣❤♦✲
r②❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✉s✐♥❣ ❛♥
AND ❇♦♦❧❡❛♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❘❡♠❡♠❜❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❜❥❡❝t
✐s ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ {0, 1} r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦r ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡ st❡♣✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ✐♥
♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡ ✐♥ ❛ t✐♠❡ ♣♦✐♥t ♦❢
t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❜✉t ✐ts q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ st❛❜❧❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ❣❡♥❡ ✉♣✴❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛s {✰,❂} q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❇♦♦❧❡❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♥s✐❞❡r ✉♣✴❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛s
❞✐s❝r❡t❡ {0, 1} st❛t❡s ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡ ♠♦❞❡❧
❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳
■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥❝❧✉❞❡s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ OR ❛♥❞ AND
♦♣❡r❛t♦rs ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❝❛rr②✐♥❣ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥s
t❛r❣❡t t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♥♦❞❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳
✷✳✶❇✮✳ ■ts ❝❤❛♥❣❡ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s ♦❢ ✐ts r❡❣✉❧❛t♦rs ✐♥ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ✐ts ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❦♥♦✇♥✳
✷✳✷ ❆♥❛❧②③✐♥❣ ❛ ♥❡t✇♦r❦
✷✳✷✳✶ ❙✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡
▲❡t ✉s ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦ r❡❛s♦♥ ♦✈❡r ❛ s②st❡♠ ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡
❛ s✐♠♣❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✱ ✇❡ ✉s❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛r❡ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❡❝✐❡s✳
❚❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛❝t♦s❡ ♦♣❡r♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t
s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♠❡❛s✉r❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r s✐❣♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ❄ ✭♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡
❆♥❛❧②③✐♥❣ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✸✾
❝♦♥str❛✐♥ts ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡t t♦ ❄✮ ❛♥❞ t❤❛t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ≃✱ ✇✐❧❧ s❛t✐s❢② ❛❧❧ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ■❢






LacZ ≃ cAMP − LacI
Li ≃ Le+ LacY − LacZ
G ≃ Li+ LacZ
cAMP ≃ −G
LacY ≃ cAMP − LacI
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r t❤❡ ❧❛❝t♦s❡ ♦♣❡r♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡
❣r❛♣❤✱ ❛rr♦✇s ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ✧−>✧ ♦r ✧−|✧ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t ❛❝t✐✈❛t❡s ♦r r❡♣r❡ss❡s
t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛rr✐✈❛❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞
✐♥❞❡❡❞ t♦ t❤❡✐r s✐❣♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ st❡❛❞② st❛t❡s✳
❆♥ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ t❤❛t ✐s
t♦ ✜♥❞ ✐❢ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡
❧❛❝t♦s❡ ♦♣❡r♦♥ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❢♦r ✐ts ✈❛r✐❛❜❧❡s t❛❦❡s 28 ✈❛❧✉❡s ✐♥
{✰,❂}✳ ❖❢ t❤❡♠✱ ♦♥❧② ✶✽ s❛t✐s❢② t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✮❀
t❤✐s s❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ✶✽ ❝♦♥s✐st❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇rt t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧❛❝t♦s❡ ♦♣❡r♦♥✳
▲❡ ▲❛❝■ ❆ ▲❛❝❩ ▲✐ ● ❝❆▼P ▲❛❝❨
− − + + + + − +
− − + + − + − +
− − + + − + − −
− − + + − − + +
− + − − + − + −
− + − − + − + +
− + − − − − + −
− + − − − − + +
− + − − + + − −
▲❡ ▲❛❝■ ❆ ▲❛❝❩ ▲✐ ● ❝❆▼P ▲❛❝❨
+ − + + − − + +
+ − + + + + − +
+ − + + − + − −
+ − + + + + − −
+ − + + − + − +
+ + − − + − + −
+ + − − + − + +
+ + − − − − + −
+ + − − + + − −
❈❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✇rt ❛ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ t♦ s❡❡ ✐❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s②st❡♠ st✐❧❧ ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱
t❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts s♦♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t t❤❡ ❧❛❝t♦s❡ ♦♣❡r♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
{Le : ✰, LacI : ❂, A : ✰}✱ ❜✉t ♥♦t ✇✐t❤ t❤❡ s❡t {Le : ✰, LacI : ✰, A : ✰}✳
■t ❤❛♣♣❡♥s t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
❲❡ ❝❛❧❧ s✉❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ ❤❛r❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ t❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
✹✵ ❝❤❛♣t❡r✷
❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛ s✐♠♣❧❡ str❛t❡❣② t♦ ❞✐❛❣♥♦s❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
✐s t♦ ✐s♦❧❛t❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣ ✐s♦❧❛t✐♥❣ ❛
s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐s♦❧❛t✐♥❣ ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❛ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r
♠♦❞❡❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳
❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇rt t♦ ✐ts s✐③❡✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ❡✣❝✐❡♥t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱
✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t ❢✉rt❤❡r ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡s❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s✳
✷✳✷✳✷ ▼❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s
❆s ✇❡ s❛✇ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✱ ❜② st✉❞②✐♥❣
✐ts q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡♠ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠
❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✇rt
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱
s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ❛♥❛❧②s❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳
■✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❤❛✈❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠ ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✿
✭✶✮ t❤❡ {✰,❂, ❄} s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
❛♥❞
✭✷✮ t❤❡ {✰,❂} ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❡ ❝❛♥♥♦t ♣r❡❝✐s❡ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤♦r♦✉❣❤❧②✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥
♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ ♣❛rt✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞✴♦r s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s✳
❚❤❡ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞ s✐❣♥s ✭♦❢ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ♥♦❞❡s✮ ✇✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
■♥ ❛ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❡✐t❤❡r t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦r t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s
♠❛② ❜❡ ✜①❡❞✳ ❚❤❡ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡
♥❡✇ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞ s✐❣♥s✳
■■✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t r❡❧❛t❡s t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐t r❡❧❛t❡s t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ✐t r❡❝❡✐✈❡s ❢r♦♠ ✐ts ❞✐r❡❝t ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs
✐♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✳
❚❤❡ ✇❛② ✇❡ ❞❡✜♥❡ FT ✐♥ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s✱ ♦♥❝❡ ♠♦r❡✱ ♦♥ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠ ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
❝♦♥str❛✐♥t ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ GENT q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❆♥❛❧②③✐♥❣ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✹✶
❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r✉❧❡✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t s✉✐ts t❤❡ ❜❡st✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ FT ♣r❡❝✐s❡❧② ❜② ✉s✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐❢ FT ✐s ❦♥♦✇♥ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ T ✇✐t❤ ✐ts
♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳
❖♥❝❡ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r
❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ t♦♦❧s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✸✳
■■■✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦✉t♣✉ts t❤r❡❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts t❤❛t
✇✐❧❧ ❜❡ r❡❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s✳
✶✳ ❈♦♥s✐st❡♥❝②✿ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❝♦♥str❛✐♥ts ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ❛ {✰,❂} ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
❡①✐sts✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠✉st s❛t✐s❢② ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
❛♥s✇❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ tr✉❡ ♦r ❢❛❧s❡ ✈❛❧✉❡✳
✷✳ ❍❛r❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✲ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿ ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❡①✐sts✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ♦✉r
s②st❡♠ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❡✐t❤❡r ❵✰✬ ♦r ❵❂✬ ✈❛❧✉❡s✳ ▲❡t ✉s s❛②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❛t ✐♥
❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❡ s✐❣♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ LacI ✐s ✜①❡❞ t♦ ❵✰✬✳
❚❤❡♥✱ LacI ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❤❛r❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❍❛r❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ✐♥✐t✐❛❧ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
✸✳ ■♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤✿ ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇❡ ❝❛♥
✜♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❚❤✐s s❡t ♦❢
❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ✇❡ ♥❡❡❞
t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ♥❡t✇♦r❦s t❤✐s r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝❛♥
❡✈❡♥ ❛♣♣❡❛r ♥❛t✉r❛❧✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ ❧❛r❣❡✲
s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ✇✐❧❧
❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱
❛♥❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s✳
❊❧❡♠❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♣♦✐♥ts ■ ❛♥❞ ■■ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ♦❢ ♦✉r r❡❛s♦♥✐♥❣✱
✇❤✐❧❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ■■■ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✐♥t♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❤♦✐❝❡ ❛r❡ t❤❡ st❡♣s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ st❡♣s ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❡rt✐s❡✱
♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ■■■ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ s❦✐❧❧s✳
✹✷ ❝❤❛♣t❡r✷
✷✳✷✳✸ ❆♥❛❧②③✐♥❣ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ s✐❣♥❡❞ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❚❘◆s ❤❛s ❛s ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ❝♦♥❢r♦♥t ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❦♥♦✇♥
✭s✐❣♥❡❞✮ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✱ ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❚❘◆✱ ✇rt ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❣❡♥❡s
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❖♥❝❡ t❤✐s ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ t✇♦
♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛♣♣❡❛r✿ ✭✶✮ ✇❡ ♠❛② ♣r❡❞✐❝t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts
✇❤❡♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛s❡t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ♦r ✭✷✮ ✇❡ ♠❛② ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t
❣r❛♣❤s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦r✐❣✐♥s✳
■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ✇❤✐❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ t②♣❡
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♠♣♦s❡ ♦✈❡r t❤✐s ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ st❡♣s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡s❡ st❡♣s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r
✸✳
✷✳✷✳✸✳✶ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✐♥♣✉t
❚❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛s❡t✳
❘❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❦♥♦✇♥ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡✐r ❡❞❣❡s✱
t❤❛t ✐s✱ t❤❡ s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t✇♦ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts ❤❛✈❡
t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s ❣❡♥❡s✱
♣r♦t❡✐♥s✱ ♣r♦t❡✐♥✲❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ♣r♦t❡✐♥s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ♣r♦❞✉❝ts r❡♣✲
r❡s❡♥t ❝❛✉s❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s❀ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s ❛ ❚❋✲❣❡♥❡
r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❛s ✰✱ ❂✱ ❛♥❞ ❄✱
✇❤❡r❡ ✰ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ❂ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❄ ❛ ❞✉❛❧ ♦r ❝♦♠♣❧❡①
r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳
❲❡ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡ ❛ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥ st❡❛❞② st❛t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ♠✉st ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ {✰,❂}
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❖♥❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ♠❛② ❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠❘◆❆✲❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡s✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❛s✿ ✰ ✉♣✲r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❂ ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♠❛② ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♦t❤❡r r❡❧✐✲
❛❜❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦r ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ str❡ss ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
✷✳✷✳✸✳✷ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts
❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❜✉✐❧t ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝
❝♦♥str❛✐♥t t ≃ GENT ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✮ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t T ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ s✉❝❤




sign(Sj → T )⊗ sj , ∀Sj 6= T ✭✷✳✹✮
■♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ sign(Sj → T ) ✐s ✜①❡❞ t♦ {✰,❂, ❄} ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❡❞
✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t ✭r❡s♣✳ sj✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ✜①❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢
❆♥❛❧②③✐♥❣ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✹✸
♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✇✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢②
✇❤✐❝❤ t②♣❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❡ ♠❛② ♦❜t❛✐♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦✉r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞ ♥❡t✲
✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ {✰,❂} ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♥❡t✇♦r❦
♥♦❞❡s✳
✷✳✷✳✸✳✸ ❙t❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❧✐st t❤❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ s✐❣♥❡❞ tr❛♥✲
s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✿
✶✳ ❇✉✐❧❞ ❛ s✐❣♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❚❘◆✳
✷✳ ❈♦❧❧❡❝t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t✳
✸✳ ❋r♦♠ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ♣♦✐♥ts ✶ ❛♥❞ ✷ ❜✉✐❧❞ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✉s✐♥❣
❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✳
✹✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥s✇❡r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✿
❼ ■❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✳
❼ ■❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❞❡t❡❝t t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤✳
❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❙t❡♣ ✹ ❝❛♥ ❜❡ ❛❢t❡r✇❛r❞s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ✇❡t ❧❛❜ st✉❞✐❡s✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② ❣❡♥❡s ❜✉t ❛❧s♦ ♣r♦t❡✐♥s ❝♦✉❧❞ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❢t❡r✇❛r❞s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇rt ❘◆❆ ♠✐❝r♦❛rr❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② r❡s✉❧ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❘◆❆ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
♦❢ ❛ ❣❡♥❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ t❤❡ ♣♦st✲tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s t❛r❣❡t✐♥❣
t❤✐s ❣❡♥❡ ✉♥❞❡r t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❚❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❙t❡♣ ✹ ❝❛♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❛ s✉❜♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ q✉❡st✐♦♥✿ ✭✐✮ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✭✐✐✮ t❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱ ♦r ✭✐✐✐✮ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❡❞❣❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✢♦✇✲❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ♣r♦❝❡ss ❢♦r
t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s ✉s✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ r❡q✉✐r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ❛ ❧❛r❣❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②
s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✇❡❧❧ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❧✐❜r❛r② ♥❛♠❡❞ ❇✐♦q✉❛❧✐❀ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❧✐❜r❛r② ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ st❡♣s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✳ ❚❤✐s

















❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❣❡♥❡r✐❝ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ✭✶✮ ❲❡ ❜✉✐❧❞ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✭♥❡t✇♦r❦✮ ✇✐t❤ ❛
❞❛t❛s❡t ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s✱ ✭✷✮ ✇❡ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ✐❢ ✐t ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛s❡t ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ✇❡ ♠❛② ♣r❡❞✐❝t ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢
t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞
q✉❡st✐♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✳ ■❢ ✐t ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t r❡❣✐♦♥
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦r ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛s❡t✳ ◆♦t❡✱ t❤❛t ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ❝❧❛r✐t② t❤❡
❛rr♦✇ ❢r♦♠ ❉✐❛❣♥♦s✐s t♦ ❉❛t❛s❡t ✐s ♥♦t s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ ❜❧♦❝❦s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝
❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦✉t♣✉ts ❢r♦♠ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❊✳ ❝♦❧✐ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦
♦❢ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ ❤✉♠❛♥ ♦♥❝♦❣❡♥❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤✐s
❛♥❛❧②s✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ❧✐❜r❛r②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝ t♦♦❧s
t❤❛t ❛❝❝❡ss❡❞ t❤✐s r❡❛s♦♥✐♥❣ ✈✐❛ ❛ ❲❡❜s✐t❡✱ ❛ ❈②t♦s❝❛♣❡ ♣❧✉❣✐♥✱ ❛♥❞ ❛ ❲❡❜ s❡r✈✐❝❡ ✭s❡❡
❈❤❛♣t❡r ✹✮✳
✷✳✸ ❆♥❛❧②③✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣♦st✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ r❡❣✉✲
❧❛t✐♦♥s✿ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❝❛✉s❡s
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✹ ✇❡ ♠♦❞❡❧❡❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❛r❣❡t✐♥❣ ❛ ♥♦❞❡ T
✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ GENT ✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ♥❡✇ ✇❛②s
t♦ ♠♦❞❡❧ FT t❤❛t ♣r❡❝✐s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ T ✇✐t❤ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♦❢ FT s❡❛r❝❤❡s t♦ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤
♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❡❛r❝❤ t♦ ❛♥❛❧②③❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
♣♦st✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r ❝♦♠♠♦♥❧② ✐♥ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜② ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s t❛r❣❡t✐♥❣ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡
❝❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛✉s❡s ♦❢ ✐ts ♦❜s❡r✈❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧ t❤❡s❡ ✐❞❡❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s✳
❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♥❡✇ ✇❛②s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ FT ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r
❆♥❛❧②③✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣♦st✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✿ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❝❛✉s❡s✹✺
❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜② ❤♦✇ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝❛✉s❡s ♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛
♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝t✳
✷✳✸✳✶ Pr♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥str❛✐♥t
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❘◆❆ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts s✉❜✉♥✐ts✳ ❚❤✐s r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t✉✲
✐t✐✈❡❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ✇❡❛❦❡st t❛❦❡s ✐t ❛❧❧✱ ❢♦r ✐t st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❛t st❡❛❞② st❛t❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜✉♥✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳
❚❤❡ s❛♠❡ r✉❧❡ ✇❛s ✉s❡❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡ ❬❘❩▲✵✼❪ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❞♦♠✐♥❛♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✭❝❛❧❧❡❞
♠✐♥✲❢✉♥♥❡❧✮ ♦❢ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳
✷✳✸✳✶✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❤❡t❡r♦❞✐♠❡r✐❝
♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t A ❛♥❞ B ❛r❡ t❤❡ t✇♦ s✉❜✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡① AB✳ ❚❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛r❡✿ A✱ B✱ AB✱ ❛♥❞ t❤❡ ❘◆❆ ♣r❡❝✉rs♦rs ♦❢ A ❛♥❞ B✱ ♥❛♠❡❧②
ARNA ❛♥❞ BRNA✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ♠❛ss ❛❝t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝
❧❛✇ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❲❡ t❤✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ r❛t❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❝t✐♦♥s✿
❼ kdeg ✐s t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s A✱ B✱ ❛♥❞ t❤❡ AB ❝♦♠♣❧❡①❀
❼ ktrad ✐s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s A ❛♥❞ B❀
❼ kcplx ✐s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① AB❀ ❛♥❞
❼ kdiss ✐s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① AB✳
✹✻ ❝❤❛♣t❡r✷
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ✭t❤❡ ✇❡❛❦❡st t❛❦❡s ✐t ❛❧❧✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t
ktradkcplx
kdeg(kdeg + kdiss)
|[BRNA]e − [ARNA]e| >> 1.
❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① [AB] ❛t st❡❛❞② st❛t❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡





❲❡ ♥♦✇ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r s②st❡♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
♣❡rt✉r❜❡❞✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❘◆❆ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❝❛♥ s❧♦✇❧② ❝❤❛♥❣❡ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❛ s❤✐❢t
♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ s②st❡♠✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺ ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r
s②st❡♠ t❤❛t ✐s s❧♦✇❧② ♣❡rt✉r❜❡❞ ❢r♦♠ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ e1 t♦ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ e2✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ BRNA ✐s ❛❧✇❛②s s♠❛❧❧❡r t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ARNA ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ AB ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ st❡❛❞② st❛t❡s
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥ ❛s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘◆❆ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st q✉❛♥t✐t②✿
[ARNA] ≥ [BRNA] =⇒ s✐❣♥([AB]e2 − [AB]e1) = s✐❣♥([BRNA]e2 − [BRNA]e1).
❚❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥✲
t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ ❬●●❘❙✵✾❪✱ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐r✐s❛✳❢r✴s②♠❜✐♦s❡✴♥❡t✇♦r❦s✴❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
❤t♠❧✳
◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥♦✇ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦✈❡r t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ s✐❣♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ T ✱ ✇❤❡♥
T ✐s ❛ ♣r♦t❡✐♥✲❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠❡❞ ❜② ♣r♦t❡✐♥s S1 ❛♥❞ S2✿
t ≃ minimum(S1, S2) ✭✷✳✺✮
✇❤❡r❡ t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ {✰,❂} ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡ T ✱ ❛♥❞ minimum(S1, S2) ♦✉t♣✉ts






2 ] > [S
eq2
1 ] and
S1 ❤❛❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
s2 ✐❢ [S
eq2
2 ] < [S
eq2
1 ] and
S2 ❤❛❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✳
❆♥❛❧②③✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣♦st✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✿ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❝❛✉s❡s✹✼
✷✳✸✳✶✳✷ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥str❛✐♥t
❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥str❛✐♥t t♦ t❤❡ ■❍❋ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
❊✳ ❝♦❧✐ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❤♦st ❢❛❝t♦r ✭■❍❋✮ ✐s ❛♥ ❤❡t❡r♦❞✐♠❡r✐❝ ♣r♦✲
t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠❡❞ ❜② t✇♦ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞❡s α ❛♥❞ β✱ tr❛♥s❝r✐❜❡❞ ❜② ❣❡♥❡s ✐❤❢❆ ❛♥❞ ✐❤❢❇✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t ❢r♦♠ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣❤❛s❡
t♦ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ ♦❢ ❊✳ ❝♦❧✐ ❝❡❧❧s✳ ❆t ❝♦♠♣❧❡①✲❢♦r♠❛t✐♦♥ t✐♠❡s❝❛❧❡s ❜♦t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ st❡❛❞② st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
❚❤❡ r❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ Pr♦♣✳ ✷✳✸✳✶ ✐s s❛t✐s✜❡❞ s✐♥❝❡✿ ✭✐✮ ■❍❋ ✐s ❛ ♠❡t❛❜♦❧✐❝❛❧❧②
st❛❜❧❡ ❞✐♠❡r ❬●◆✾✸❪✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛t❡ kcplx ✐s ❤✐❣❤✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮
❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥s ■❤❢❆✱ ■❤❢❇✱ ♦r t❤❡ ■❍❋ ❝♦♠♣❧❡① ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛s
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡✐r t❛r❣❡ts ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❬❆❍▲+✵✸❪✳
❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ Pr♦♣✳ ✷✳✸✳✷ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❘◆❆ ❝♦♥❝❡♥tr❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ✐❤❢❇ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ♣❤❛s❡ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ e1✮ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r
q✉❛♥t✐t② t❤❛♥ t❤❡ ❘◆❆ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✐❤❢❆ ✭❆✛②♠❡tr✐① ❞❛t❛s❡t ❢r♦♠ ❬❆❍▲+✵✸❪✮✳
❖♥❝❡ ✇❡ ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ e2✮✱ t❤❡ ❘◆❆ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✐❤❢❇
❞❡❝r❡❛s❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❘◆❆ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✐❤❢❆ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✻✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s ❝♦❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ s✉❜✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ■❍❋ ❝♦♠♣❧❡①
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❬❆❍▲+✵✸❪✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❜♦① r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❘◆❆ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣
s✉❜✉♥✐t ✭■❤❢❇✮ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣❤❛s❡ t♦ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡✳
Pr♦♣✳ ✷✳✸✳✷ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡s✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■❍❋ ♣r♦t❡✐♥
❝♦♠♣❧❡① ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❝❡❧❧s ✐♥ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ ❝❡❧❧s ✐♥ ❛ ❧❛t❡ ❡①✲
♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣❤❛s❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✐❤❢❆✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ r❡❣✉❧❛r❀ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ ❢r♦♠ ✐❤❢❆ ✐s t❤❛t ✐ts ❘◆❆
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❘◆❆ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✐❤❢❇✳ ❲❡ ❝❛♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱
st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ♦✈❡r ■❍❋✿
sign(IHF ) ≃ sign(ihfB)
❛♥❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐❤❢❇ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t✿
✹✽ ❝❤❛♣t❡r✷
[IHF ]Log−phase > [IHF ]Stat−phase
t❤❛t ✐s✱ ❵sign(IHF ) = ❂✬✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♥❡✇
❝♦♥str❛✐♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ❊✳❝♦❧✐
♥❡t✇♦r❦✳
✷✳✸✳✷ ❙♣❡❝✐✜❝ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❛✇ ❤♦✇ t♦ ♣r❡❝✐s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ FT ❜② ✉s✐♥❣ q✉❛♥t✐✲
t❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ s♦♠❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s
✇❤❡r❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ♥❡✇ ✇❛②s t♦ ♠♦❞❡❧ FT ✳ ❚❤❡s❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r
st✉❞②✳
❆❞❞✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝✐t② t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❤❛s ❛♥ ✐♥t❡r❡st r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦t❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❲❡
✇❡r❡ ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠
❞❛t❛✳
✷✳✸✳✷✳✶ ❇♦♦❧❡❛♥ s✐❣♥ ♦♣❡r❛t♦rs
❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r✉❧❡✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❣✉✲
❧❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ FT ♣r❡❝✐s❡❧②✳ ❖♥ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥t✱
✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❆◆❉ ❛♥❞ ❖❘✱ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t
❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
ANDT (s1, s2, · · · , sp) = s1 ∧ s2 ∧ . . . ∧ sp ✭✷✳✻✮
ORT (s1, s2, · · · , sp) = s1 ∨ s2 ∨ . . . ∨ sp ✭✷✳✼✮
✇❤❡r❡ {s1, . . . , sp} r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ p ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ♦❢ T ✱ ❛♥❞ t❤❡ ∧ ❛♥❞ ∨
s✐❣♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹✳ ❚❤❡ ¬ ♦♣❡r❛t♦r ✇❛s ❛❧s♦ ❛❞❞❡❞ t♦ ♦✉t♣✉t t❤❡
♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ¬t = t⊗❂✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ∧ ❛♥❞ ∨ s✐❣♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳
∧ ✰ ❂ ❄
✰ ✰ ❂ ❄
❂ ❂ ❂ ❂
❄ ❄ ❂ ❄
∨ ✰ ❂ ❄
✰ ✰ ✰ ✰
❂ ✰ ❂ ❄
❄ ✰ ❄ ❄
✷✳✸✳✷✳✷ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❚❤❡ s✐❣♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❣✉❧❛t♦r②
♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ ❤✉♠❛♥
❆♥❛❧②③✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣♦st✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✿ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❝❛✉s❡s✹✾
♦♥❝♦❣❡♥❡✱ ✇❡ ❞❡t❡❝t❡❞ t❤r❡❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ❞❡s❡r✈❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②
t❤❛♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ GEN ✿
❙tr♦♥❣ ✐♥❤✐❜✐t♦r ❚❤❡ ❘❇ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧② ❛r❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t✉♠♦r✲s✉♣♣r❡ss♦rs✳
❚❤❡② ❛❝t ❛s ❞❡❢❛✉❧t ✐♥❤✐❜✐t♦rs ♦❢ ❊✷❋ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ✐♠✲
♣❧✐❡❞ ✐♥ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❉❡●✵✷❪✱ ❘❇ ♣r♦t❡✐♥s ❛❝t ❜② s❡q✉❡str❛t✐♥❣
❊✷❋✳ ❲❤❡♥ ❘❇ ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡❞✱ ❊✷❋ ❛r❡ r❡❧❡❛s❡❞✳ ❚❤❡ r❡❧❡❛s✐♥❣ tr✐❣❣❡rs
❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❙ ♣❤❛s❡✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼❆✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❊✷❋✱ ❘❇✱ ❛♥❞ ❝❡❧❧❴❝②❝❧❡❴❙ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ ❊✷❋ ❜② ❘❇ ✇❛s ♠♦❞❡❧❡❞
✉s✐♥❣ ❛ ❙tr♦♥❣✲✐♥❤✐❜✐t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✽✱ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛❧❧ ❞❡❢❛✉❧t ✐♥❤✐❜✐t♦rs✳
❈♦♠♣❧❡① ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡
♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ GEN ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ♣r♦t❡✐♥s ❝❛♥ ❤❛♠♣❡r t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠✲
♣❧❡① ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❖❙✵✷❪✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❈❈◆❊✲❈❉❑✷✿
❲❊❊✶ ♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡s ❈❉❑✷ ♦♥ t②r♦s✐♥❡ ❛♥❞ t❤r❡♦♥✐♥❡ r❡s✐❞✉❡s✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼❇ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❝❛s❡ ❛♥❞ ✇❡ ♠♦❞❡❧ ✐t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦♠♣❧❡①✲
✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✾✳
❈♦♠♣❧❡① ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥✲r❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛② ❜❡ ✉♥❞❡r
❛♥ ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❛t ✐s ✐ts❡❧❢ ✐♥❤✐❜✐t❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬P❘❑●+✾✾❪✱
❈❈◆❆ ❢♦r♠s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✇✐t❤ ❈❉❑✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❤✐❜✐t❡❞ ❜② ❝②❝❧✐♥❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✲❦✐♥❛s❡✲
✐♥❤✐❜✐t♦r ❈❉❑◆✶❆✳ ❚❤✐s ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✐s r❡✈❡rt❡❞ ❜② ❈❈◆❉✲❈❉❑✹✲❛✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡①
❢♦r♠❡❞ ❜② ❈②❝❧✐♥❡ ❉ ❛♥❞ ❝②❝❧✐♥❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✲❦✐♥❛s❡ ❈❉❑✹✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞
■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼❈✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ ✐t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦♠♣❧❡①✲✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥✲r❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✇♥
✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✵✳
❚❤❡ t❤r❡❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❞❞❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❜❡❧♦✇✿
Fcell❴cycle❴S = e2f ∧ ¬rb1 ✭✷✳✽✮
FCCNE❴CDK2 = ¬wee1 ∧ (ccne⊕ cdk2) ✭✷✳✾✮
FCCNA❴CDK2 = (ccna⊕ cdk2) ∧ (¬cdkn1a ∨ ccnd❴cdk4❴a) ✭✷✳✶✵✮
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ♥❡✇
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✳
✷✳✸✳✸ ❆♥❛❧②③✐♥❣ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ r✉❧❡s
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s st❡♣s ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ♣r❡❝✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♦❢ t❤❡ FT ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❡♣s ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞✿
✶✳ ❇✉✐❧❞ ❛ s✐❣♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✳
✷✳ ❈♦❧❧❡❝t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t✳
✺✵ ❝❤❛♣t❡r✷
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥
❡❛❝❤ t❛❜❧❡ ✇❡ s❤♦✇ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ {✰,❂} ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ♦❢ ❛ ♥♦❞❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡
♥♦❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❛ {✰,❂} ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ✯ s②♠❜♦❧ r❡❢❡rs t♦ ❡✐t❤❡r ❵✰✬ ♦r ❵❂✬ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳
✸✳ ❋♦r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡s ✇❤❡r❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s t❤❡②
r❡❝❡✐✈❡✱ ❛❞❞ ♥❡✇ s♣❡❝✐✜❝ r✉❧❡s t♦ ♠♦❞❡❧ FT ✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ✉s❡ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r✉❧❡ GENT ✳
✹✳ ❋r♦♠ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ♣♦✐♥ts ✶✱ ✷✱ ❛♥❞ ✸ ❜✉✐❧❞ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
✺✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥s✇❡r ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✿
❼ ■❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✳
❼ ■❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❞❡t❡❝t t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤✳
✻✳ ■❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇❛s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❛♥❛❧②③❡ ♦♥❝❡ ♠♦r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝❛✉s❡s ♦❢ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦❞✉❝ts✳
■♥ st❡♣ ✻ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s AND ❛♥❞ OR ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ✷✳✻ ❛♥❞ ✷✳✼✮ ❛r❡
✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ s✐❣♥ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥s✿ ❲❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ ❛ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦❄ ❲❤✐❝❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s✇✐t❝❤❡❞ ♦♥✴♦✛ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛♥❣❡❄
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡
❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✻ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❆♥❛❧②③✐♥❣ ✉♥s✐❣♥❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✺✶
■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✽ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✢♦✇✲❝❤❛rt ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤✐s
❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇✲❝❤❛rt ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞✳
❚✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞✿ ✭✐✮ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❛❞❞ ♥❡✇ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t♦r②
❢✉♥❝t✐♦♥s FT ✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ AND ❛♥❞ OR q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❛s♦♥
♦✈❡r t❤❡ ❝❛✉s❡s t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✭✐✐✮






















❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❛ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ r✉❧❡s
♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ r✉❧❡✳ ❚❤❡ st❡♣s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳
✷✳✹✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❞ ♥❡✇ r✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s t❛r❣❡t✐♥❣ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣♦st✲❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡
r❡❞ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ t❤❡ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❛❞❞❡❞ ✇rt t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♣r♦❝❡ss ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡
❣❡♥❡r✐❝ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆❣❛✐♥✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ❝❧❛r✐t② t❤❡ ❛rr♦✇ ❢r♦♠ ❉✐❛❣♥♦s✐s
t♦ ❉❛t❛s❡t ✐s ♥♦t s❤♦✇♥✳
✷✳✹ ❆♥❛❧②③✐♥❣ ✉♥s✐❣♥❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s
❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♥♦✇ ♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② r♦❧❡ ♦❢ ❛ ❚❋ ♦♥ ✐ts t❛r❣❡t ❣❡♥❡s
❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ st❡❛❞② st❛t❡s✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❡r❡ t❤❡ s✐❣♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦❞❡s✳ ■♥ t❤✐s ♥❡✇ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts
✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s✳
✷✳✹✳✶ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✐♥♣✉t
❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ ✐ts ❡❞❣❡s ♠❛② st❛② ✉♥❦♥♦✇♥✳ ■ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❡✐t❤❡r ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ r❡❣✉❧❛✲
✺✷ ❝❤❛♣t❡r✷
t♦r② ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞✱ ♦r ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❝❤■P✲❝❤✐♣ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❚❋ ❜✐♥❞✐♥❣ s✐t❡ s❡❛r❝❤
✐♥ ♣r♦♠♦t❡r s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤✉s✱ ❛s s♦♦♥ ❛s ❛ ❚❋ j ❜✐♥❞s t♦ t❤❡ ♣r♦♠♦t❡r s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣❡♥❡
i✱ j ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ r❡❣✉❧❛t❡ i✳ ❚❤✐s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❛rr♦✇ j → i ✐♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
❣r❛♣❤✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ Pr❡✈✐♦✉s❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② str❡ss ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
■♥ t❤✐s ♥❡✇ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ str❡ss ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❣❡✲
♥❡t✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❣❡♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐s ❡✐t❤❡r ❦♥♦❝❦❡❞✲♦✉t ♦r ♦✈❡r✲
❡①♣r❡ss❡❞✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♣r♦✜❧❡s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ r st❡❛❞②✲st❛t❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ♠✉t❛♥t✱ ♦r ♦✈❡r✲❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
✷✳✹✳✷ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts
❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❜✉✐❧t ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝
❝♦♥str❛✐♥t t ≃ GENT ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✮ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t T ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ s✉❝❤




sign(Sj → T )⊗ sj , ∀Sj 6= T ✭✷✳✶✶✮
❲❤❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r ❡✈❡r②
♥♦❞❡ t❤❛t ✇❛s ♥♦t ❣❡♥❡t✐❝❛❧❧② ♣❡rt✉r❜❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ✐ts
♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ✇❡r❡ ♥♦t ❣❡♥❡t✐❝❛❧❧② ♣❡rt✉r❜❡❞✳ ■❢ t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r Sm ♦❢ T ✇❛s ❦♥♦❝❦❡❞✲
♦✉t✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s✿
t ≃ −sign(Sm → T )⊕
⊕∑
j∈{1,··· ,p},j 6=m
sign(Sj → T )⊗ sj ✭✷✳✶✷✮
❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ✇✐t❤ +sign(Sm → T ) ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r Sm ✇❛s ♦✈❡r✲❡①♣r❡ss❡❞✳
❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝❛❧❧② ♣❡rt✉r❜❡❞ ♥♦❞❡✳
❚♦ ✐♥❢❡r t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❚❋s ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② r♦❧❡ ♦❢ ❛
❚❋ j ♦♥ ❛ ❣❡♥❡ i ✭❛s ✐♥❞✉❝❡r ♦r r❡♣r❡ss♦r✮ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Sji✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥s ✷✳✶✶ ❛♥❞ ✷✳✶✷✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ Xki ✇✐❧❧ st❛♥❞ ❢♦r t❤❡
s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡ i ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t k✱ ❛♥❞ r ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ❤❛✈❡✳ ❖✉r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ st❛t❡❞ ❛s ✜♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥
{✰,❂} ❢♦r Sji✱ s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✿






j ✱ ✐❢ ❛❧❧ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs j ❛r❡ ♥♦t ❣❡♥❡t✐❝❛❧❧② ♣❡rt✉r❜❡❞
Xki ≃ −Smi ⊕
∑
j∈pred(i),j 6=m Sji ⊗X
k
j ✱ ✐❢ m ✐s ❦♥♦❝❦❡❞✲♦✉t
Xki ≃ Smi ⊕
∑
j∈pred(i),j 6=m Sji ⊗X
k
j ✱ ✐❢ m ✐s ♦✈❡r✲❡①♣r❡ss❡❞✳
✭✷✳✶✸✮
❙②♥t❤❡s✐s ✺✸
❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s Sji✳ ❚❤❡ s✐❣♥s
♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s Xki ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ r♦❧❡
♦❢ t❤❡ ❚❋s ♦✈❡r t❤❡✐r t❛r❣❡t ❣❡♥❡s✳
✷✳✹✳✸ ❙t❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
❚❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ❚❤✉s✱ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ❧♦♥❣❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✸✮✳ ❚❤❡ st❡♣s
♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡✿
✶✳ ❇✉✐❧❞ ❛♥ ✉♥s✐❣♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥s✐❣♥❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✳
✷✳ ❈♦❧❧❡❝t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❢r♦♠ ♠❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳
✸✳ ❆♣♣❧② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✷✳✶✸ t♦ t❤❡ ❣❛t❤❡r❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✳
✹✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥s✇❡r ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✿
❼ ■❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞ s✐❣♥s
♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❡❞❣❡s✳
❼ ■❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❞❡t❡❝t t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤✳
❚❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❚❋ r♦❧❡s ✭s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s✮ ♦♥ ❙t❡♣ ✹ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts❀ t❤✐s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s ❤❡❧♣ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢
r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ ❙t❡♣ ✹ ♠❛② ❤✐❣❤❧✐❣❤t✿ ✭✐✮ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
r♦❧❡s ❢♦r ❛ ❚❋ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✭✐✐✮ ♠✐ss✐♥❣ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
♠♦❞❡❧✱ ♦r ✭✐✐✐✮ ❡rr♦rs ✐♥ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❞❛t❛s❡ts✳
▲❡t ✉s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ✭②❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✮ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❙✉♣♣♦s❡
t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s②st❡♠ ♦❢ t❤r❡❡ ❣❡♥❡s A✱ B✱ ❛♥❞ C✱ ✇❤❡r❡ B ❛♥❞ C ✐♥✢✉❡♥❝❡ A✳ ▲❡t ✉s
s❛② t❤❛t ❢♦r t❤✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐① ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠
t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✺✮✳ ❯s✐♥❣ s♦♠❡ ♦r ❛❧❧
♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ ✉s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s✱ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻✱ ❤❡♥❝❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r❡s✉❧ts✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ❤♦✇ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ❧✐❜r❛r② ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ♦❢
❊✳ ❝♦❧✐ ❛♥❞ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡❀ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✺ ❛♥❞ ✻ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ♦✉r r❡s✉❧ts✳
✷✳✺ ❙②♥t❤❡s✐s
■♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✼ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s✳
✺✹ ❝❤❛♣t❡r✷
❚❛❜❧❡ ✷✳✺✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤r❡❡ ❣❡♥❡s A✱ B✱ ❛♥❞ C✱ ✇❤❡r❡ t❤❡✐r ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❛s







e1 ✰ ✰ ✰
e2 ✰ ✰ ❂
e3 ❂ ✰ ❂
e4 ❂ ❂ ❂
e5 ❂ ❂ ✰
e6 ✰ ❂ ✰
❚❛❜❧❡ ✷✳✻✿ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ t❤❡ s✐❣♥s
♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❡❞❣❡s✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s✐① ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✭❚❛❜❧❡ ✷✳✺✮✳ ❯s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦✜❧❡s ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r ❞✐✛❡r❡♥t r♦❧❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ {e1, e2, e3}✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤r❡❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥s❀ ♥♦t ❛❧❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s SBA ❛♥❞
SCA s❛t✐s❢② t❤✐s s②st❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐❣♥ ❛❧❣❡❜r❛ r✉❧❡s✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧✉❡s
❢♦r t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♠ ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❊①♣✳ r❡❢❡rs t♦


















(✰) ≃ SBA ⊗ (✰)⊕ SCA ⊗ (✰)








(✰) ≃ SBA ⊗ (✰)⊕ SCA ⊗ (✰)
(✰) ≃ SBA ⊗ (✰)⊕ SCA ⊗ (❂)
(❂) ≃ SBA ⊗ (✰)⊕ SCA ⊗ (❂)
✭✰✱✰✮ {SBA = ✰, SCA = ✰}
❙②♥t❤❡s✐s ✺✺
❚❛❜❧❡ ✷✳✼✿ ❙✉♠♠❛r② t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥s✇❡r t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s✳ ❚❤❡
◆❡t✇♦r❦ ❝♦❧✉♠♥ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞✳
❚❤❡ ❈♦♥str❛✐♥ts ❝♦❧✉♠♥ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭◗❙❈✮✳ Pr♦❝❡ss r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ◗❙❈ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r
t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦ ❈♦♥str❛✐♥ts Pr♦❝❡ss
❉♦❡s ✐t ❡①✐st ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❚r❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ • GENT ✭❊q✳ ✷✳✷✮ ❆s❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧✐♥❣ • ♣r❡❝✐s❡ FT ✭❊q✳ ✷✳✶✮ ◗❙❈ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✳
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♥❡t✇♦r❦s ❈♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❛t ❛ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❋✐❣s✳ ✷✳✹✱ ✷✳✽✮✳
♠♦❧❡❝✉❧❡ r❡❝❡✐✈❡s❄
❲❤✐❝❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❚r❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ • GENT ✭❊q✳ ✷✳✷✮ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❛
❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ♣❛rt✐❛❧ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧✐♥❣ • ♣r❡❝✐s❡ FT ✭❊q✳ ✷✳✶✮ ❝♦♥s✐st❡♥t ◗❙❈✳
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ❈♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦
♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡❄ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❋✐❣s✳ ✷✳✹✱ ✷✳✽✮
❲❤✐❝❤ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❚r❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ • GENT ✭❊q✳ ✷✳✷✮ ■♥❝♦♥s✐st❡♥t
❛♥❞✴♦r ❞❛t❛s❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ s✐❣♥❛❧✐♥❣ • ♣r❡❝✐s❡ FT ✭❊q✳ ✷✳✶✮ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ❛ ◗❙❈✳
♠✉st ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♥❡t✇♦r❦s ❈♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦
t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s❄ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❋✐❣s✳ ✷✳✹✱ ✷✳✽✮
❲❤✐❝❤ r❡❣✉❧❛t♦r② r♦❧❡s ♠✉st ❯♥s✐❣♥❡❞ • ❚❋ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◗❙❈✳
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❊q✳ ✷✳✶✸✮ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
str❡ss❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s❄ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❛❧②s✐s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮
❲❤✐❝❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❙✐❣♥❛❧✐♥❣ • GENT ✭❊q✳ ✷✳✷✮ P♦st✲❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡t✇♦r❦s • ♣r❡❝✐s❡ FT ✭❊q✳ ✷✳✶✮ ◗❙❈ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳
♣r♦❞✉❝t {✰,❂} ♦❜s❡r✈❡❞ • ANDT ✭❊q✳ ✷✳✻✮ ❈♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦
❝❤❛♥❣❡❄ • ORT ✭❊q✳ ✷✳✼✮ ♣r♦❝❡ss ✭❋✐❣✳ ✷✳✽✮
✺✻ ❝❤❛♣t❡r✷
❈❤❛♣t❡r ✸
❆❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
♥❡t✇♦r❦s
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ s❤♦✇ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❧✐❡❞ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
r❡s❡❛r❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚✇♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ✜rst✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❡r♥❛r② ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s ✭❚❉❉s✮✱ ❡✈♦❧✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐t ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ s♦❧✈❡
♥❡✇ q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡ ✇❡r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ✉s❡s ❆♥s✇❡r ❙❡t
Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❆❙P✮ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤
✇❛s t♦ t❡st✱ ❝♦rr❡❝t✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡s❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❧❛r❣❡✲
s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■t ✐s ♥♦t ♦✉r ✐♥t❡♥t✐♦♥ t♦ ❣♦ ✐♥ t❤❡ ❞❡❡♣ ❞❡t❛✐❧s
♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❜✉t t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞
✭❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✮✱ t♦ ❛♥s✇❡r ♠❛♥② q✉❡st✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ♦❢
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✳
✸✳✶ ❯s✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s t♦ s♦❧✈❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
✸✳✶✳✶ ▼❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ t❛❦❡ t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s✿ {✰,❂, ❄}✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡
s②st❡♠ ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❛♥ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❡✈❡♥ ❧✐♥❡❛r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
s②st❡♠s ❬❉♦r✽✽❪ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢
♣r♦❜❧❡♠s ❬❚▼❉✵✸❪✳
■♥ ❬▼❇▲❇▲●✵✵❪ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ Z/3Z ✇❡r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ t❡r♥❛r②
❞❡❝✐s✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠ ✭❚❉❉✮ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❉❉s ✭❜✐♥❛r② ❞❡✲
❝✐s✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s✮ ✉s❡❞ ✐♥ ❬❇r②✽✻❪ t♦ ❝♦❞❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤✉♥❞r❡❞ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❚❉❉s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s ✉s✐♥❣
❛ ♣r♦❣r❛♠ ♥❛♠❡❞ ❙■●❆▲■✳
❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❚❉❉s ✐s t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ Z/3Z ✐♥
✺✼
✺✽ ❝❤❛♣t❡r✸
❛ ❝♦♠♣❛❝t ✇❛②✳ ❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s ✐❞❡❛ ✐s t❤❡ ❙❤❛♥♦♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❧♦❣✐❝❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿







✇❤❡r❡ p(X) ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ n ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ tr❡❡✿ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ X1 ✐s t❤❡ r♦♦t ❛♥❞ ❤❛s t❤r❡❡
❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❊❛❝❤ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ X1 t♦ 0✱ 1✱ ♦r −1 ✐♥ p(X1, X)✳ ❚❤✐s
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭3n✮✳ ■♥ ❬❇r②✽✻❪ ✐t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞
t❤❛t ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ s✉❜✲tr❡❡s ♦❢ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ tr❡❡ ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐ts r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞✳ ■❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s✉❜✲tr❡❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡✱ t❤❡♥ t❤❡ tr❡❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❞✐r❡❝t ❛❝②❝❧✐❝ ❣r❛♣❤ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❚❉❉✳ ❚❤✐s ❚❉❉
✇✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜✉t ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♠❛♥♥❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✮✳
■ts s✐③❡ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❚r❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥X2(Y +1)✳ ■t ❤❛s t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧
s✉❜✲tr❡❡s✱ t❤✉s t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ❚❉❉ str✉❝t✉r❡ ✭r✐❣❤t✮✳ ❊①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞
❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬❱❇❙❘✵✺❪✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ s✐❣♥ ❛❧❣❡✲
❜r❛✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬▲❇P✵✼❪ ❝♦❞❡❞ t❤❡ s✐❣♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛ ✐♥t♦ ❛ Z/3Z ✜❡❧❞ ❛s
{1,−1, 0} ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✱ ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❙■●❆▲■ t♦ ❛♥s✇❡r q✉❡st✐♦♥s
♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ❬❱❇❙❘✵✺❪✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❬▲❇P✵✼❪✱ ❬❱❇❙❘✵✺❪✱ ❛♥❞ ❬❱❡❜✵✼❪✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿
✶✳ ❘❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ s♦ t❤❛t ✐t ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ s②st❡♠ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s st❡♣
✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t
♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♥♦ s✉❝❝❡ss♦rs ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛
s✉❜❣r❛♣❤ s✉❝❤ t❤❛t ❛♥② ♥♦❞❡ ✐s ❡✐t❤❡r ♦♥ ❛ ❝②❝❧❡✱ ♦r ❤❛s ❛ ❝②❝❧❡ ❞♦✇♥str❡❛♠✳ ❚❤✐s
s✉❜❣r❛♣❤ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s ❛s ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
■♥ ❬❱❇❙❘✵✺❪ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ✐ts r❡❞✉❝❡❞ s✉❜❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ s✉❜❣r❛♣❤ ✐s
❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ s✐❣♥ ❛❧❣❡❜r❛ ✐♥t♦ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤
♠✉❧t✐♣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✜♥✐t❡ ✜❡❧❞ Z/3Z✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠
❯s✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s t♦ s♦❧✈❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✺✾
t❤❡ s✐❣♥ ❛❧❣❡❜r❛ t♦ t❤✐s ✜❡❧❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ≃ ❛s ❛
s✐♠♣❧❡ Z/3Z r❡❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✳ ■♥ t❤✐s ✜❡❧❞✱ ❡✈❡r② ❝♦♥str❛✐♥t ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡
❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ③❡r♦s ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱
t❤❡ ③❡r♦s ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
✸✳ ❊✣❝✐❡♥t❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆s ✇❡ s❛✇ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥✲
♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❚❉❉s ♦✛❡r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ str✉❝t✉r❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ✇❛②✳ ❖♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❛s r❡✲
❞✉❝❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇r✐tt❡♥ ❛s Z/3Z r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✉s✐♥❣ ❛ ❚❉❉✳ ■♥ t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛rr♦✇s ♦✉t♣✉tt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♥♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s {✰,❂}✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♥ t❛❦❡
t❤❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
❞✐❛❣r❛♠ t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s 0 ♦r 1✳ ■❢ t❤❡ ♣❛t❤ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛♥ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥❞s ✐♥ 0✱ t❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥
✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❢ t❤❡ ♣❛t❤ ❡♥❞s ✐♥ 1✱ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s
✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛❢t❡r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❚❉❉ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐ts s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳
✹✳ ❊✣❝✐❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❊✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❝♦✈❡r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠ ✇❡r❡ ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞✐❛❣♥♦s✐s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❚❤✐s t❛❜❧❡ s♣❡❝✐✜❡s ❤♦✇ t❤❡ s✐❣♥ ❛❧❣❡❜r❛ ✐♥ {✰,❂, ❄} ✇❛s ♠❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ●❛❧♦✐s
✜❡❧❞ Z/3Z✳ ❊①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❬❱❇❙❘✵✺❪✳





e1 ⊕ e2 → −e1.e2.(e1 + e2)
e1 ⊗ e2 → e1.e2
e1 ≃ e2 → e1.e2.(e1 − e2) = 0
❚❤✐s ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙■●❆▲■✱ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ♠❛♣ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ✜❧❡ ✐♥t♦ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❨❡s ♦r ◆♦ ❛♥s✇❡r ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆❧s♦✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❞✐❛❣♥♦s✐s✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ❞✐❞ ♥♦t ❤❛♥❞❧❡ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❤✉♥❞r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❬●✉③✵✻❪✳ ■♥ ❬❱❇❙❘✵✺❪ t❤❡②
❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❧✐♣✐❞ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠
✭✶✹ ♥♦❞❡s✮✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛t ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐
tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✭✶✺✷✾ ♥♦❞❡s✱ ✸✽✽✸ ❡❞❣❡s✮✱ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ♦♥ ▼❛r❝❤
✷✵✵✻✳ ❲❡ r❡♣♦rt❡❞ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞✱ ❛❢t❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭t❤❡
❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ st❡♣ ✇❛s
♥♦t ❛♥ ❡❛s② t❛s❦✱ ✐t ✇❛s ♥♦t t♦t❛❧❧② ❛✉t♦♠❛t✐③❡❞ ❛♥❞ r❡s✉❧t❡❞ ❢r♦♠ ♣❛rs✐♥❣ t❤❡ ✜❧❡
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ Z/3Z✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❙■●❆▲■ ✇❛s ♥♦t
s✉♣♣♦rt✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s t♦ ✐t❡r❛t❡ ♦✈❡r ❛♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆❝❝❡ss✐♥❣
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ ❙■●❆▲■ ✇❛s ♥♦t ❛♥ ❡❛s② t❛s❦ ❢♦r ❛ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡ ✉s❡r✳
✻✵ ❝❤❛♣t❡r✸
❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ❬▲❇P✵✼❪ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❧✐❜r❛r②
✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ P②t❤♦♥ ❜✐♥❞✐♥❣s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❡❛s② ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛♥❞ ❛ P②t❤♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ♥❛♠❡❞ ❇✐♦q✉❛❧✐ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞✳
❚❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡ ✇❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ P②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ✭♣②q✉❛❧✐✮ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❢♦r
✐♥t❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛❧❣❡❜r❛✳
✸✳✶✳✶✳✶ ❋✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❛♥❛❧②③❡ s✐❣♥❡❞ ❚❘◆s
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❇✐♦q✉❛❧✐ ❛✐♠❡❞ t♦ ❝♦♥❢r♦♥t ❛ s✐❣♥❡❞ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦
✇rt ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t✱ ✇❡r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❇❡❢♦r❡
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡♠ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞
❞❛t❛s❡t✿
❼ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ N = (V,E, σ)✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛♥❞ s✐❣♥❡❞ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞✱
✇❤❡r❡ V ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s✱ E t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s✱ ❛♥❞ σ : E → {✰,❂} ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
❼ ▲❡t µ = {(n, s) | n ∈ V, s ∈ {✰,❂}} r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ N ✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ❧✐❜r❛r② ✇❡r❡✿
✶✳ ❇◗✳❝♦r❡✭N ✱µ✮ r❡t✉r♥s ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ N t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦❞❡s
✇✐t❤♦✉t ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✳
✷✳ ❇◗✳❝♦♥s✐st❡♥❝②✭N ✱µ✮ r❡t✉r♥s tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱
♦r ❢❛❧s❡ ✐❢ ♥♦t✳
✸✳ ❇◗✳♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✭N ✱µ✮= {(n, s) | n ∈ V \ dom(µ), s ∈ {✰,❂}}✱ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇❤❡♥ N ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ µ✳
✹✳ ❇◗✳✐♥❝♦♥s✐st❡♥t❙✉❜❣r❛♣❤✭N ✱µ✮ ♦✉t♣✉ts ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ I = (VI , EI , σI)✱
✇❤❡r❡ VI ⊂ V ✱ EI ⊂ E✱ ❛♥❞ VI ∩ dom(µ) 6= φ✳ ■ts ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
❚❤❡ P②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❢♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞
■❣r❛♣❤✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝♦♥str✉❝t ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t ❛♥❛❧②③❡ s✐❣♥❡❞ ♦r ✉♥✲
s✐❣♥❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✇rt t♦ ♦♥❡ ♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳
✸✳✶✳✶✳✷ ❋✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ❚❘◆s
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ♣❛❝❦❛❣❡
t✇♦ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❜✉✐❧❞ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ r❡❛s♦♥ ♦✈❡r ✐t ✇❤❡♥ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥♣✉t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿
❼ ❆♥ ✉♥s✐❣♥❡❞ ♥❡t✇♦r❦✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s N = (V,E, σ)✱ ✇❤❡r❡ V ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s✱ E
t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s✱ ❛♥❞ σ : E → {X} ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥✳
❯s✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s t♦ s♦❧✈❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✻✶
❼ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❞❛t❛s❡ts✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s M = {µ1, µ2, . . . , µn}❀ ✇❤❡r❡ µk ∈ M ✐s ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ µk = {(n, s) | n ∈ V, s ∈ {✰,❂}} ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ♣❛rt✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ kth ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞❞❡❞ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ❧✐❜r❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡❛s♦♥ ♦✈❡r t❤✐s ❞❛t❛✿
❼ ❇◗✳❡❞❣❡❈♦♥s✐st❡♥❝②✭N ✱M✮ r❡t✉r♥s tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡
❞❛t❛s❡ts ✐♥ M ✱ ♦r ❢❛❧s❡ ✐❢ ♥♦t✳
❼ ❇◗✳❡❞❣❡Pr❡❞✐❝t✐♦♥s✭N ✱M✮= {(a, b, s) | (a, b) ∈ E, s ∈ {✰,❂}}✱ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇❤❡♥ N ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛❧❧ µk ∈M ✳
✸✳✶✳✶✳✸ ❯s✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤s t♦ ❛♥❛❧②③❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s
❚❤❡ ■❣r❛♣❤ P②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✇❡❧❧ ❢♦r tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s t❤❛t ❤❛❞
❛ ❝♦r❡ ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵✵ ♥♦❞❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t②♣❡s ♦❢ ♥❡t✲
✇♦r❦s✱ s✉❝❤ ❛s s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s
✇❛s ✉♥❜❡❛r❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♥❡✇ str❛t❡❣② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢
❝♦♥str❛✐♥s ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❇♦r✵✾❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❛s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❤❛r❡❞ ❛♠♦♥❣ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥
t❤✐s str❛t❡❣② t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ ❛ ❝♦✈❡r✐♥❣ tr❡❡ ❢♦r ✐t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❚❉❉ str✉❝t✉r❡ ✐s ♦♥❧② ✉s❡❞
t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❛t✐♥❣ ❛ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ✐ts ❞✐r❡❝t ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs
✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ✐s ❛ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤ ✇❤✐❝❤ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts❀ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❛♥❞ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t f ✐❢ x ✐s ❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ f ✳ ❚❤❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ tr❡❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦r❞❡r t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ st❡♣✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♦♣t✐♠❛❧
♦r❞❡r✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ❞✐❛❣♥♦s❡ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts✱
❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✳
❚❤❡ P②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❉❣r❛♣❤✱
❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ P②t❤♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴❣❡♥♦✇❡❜✶✳✐r✐s❛✳❢r✴
❙❡r✈❡✉r✲●P❖✴♦✉t✐❧s✴❤❡❧♣✴❞❛t❛❢✐❧❡s❴t❡st✴❇✐♦P②q✉❛❧✐✳t❣③✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ r✉❧❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ s✐❣♥❛❧✐♥❣
♥❡t✇♦r❦s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✱ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ❧✐❜r❛r② ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❡tt❡r ♣❛rs❡r t❤❛t
❛❧❧♦✇s t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t②♣❡s✳ Pr❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♦♥❧② t❤r❡❡ ♣♦ss✐✲
❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t②♣❡s✿ ✰✱ ❂✱ ❛♥❞ ❄✳ ■♥ t❤❡ ♥❡✇❡st ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐✲
❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②♥t❛①✿ ✏❙❚❘❖◆●✲■◆❍■❇■❚❖❘✭❆✱❇✮ ✕❃ ❈✑✱
✇❤✐❝❤ ♠❛② ♠❡❛♥ t❤❛t ❈ ❤❛s t✇♦ r❡❣✉❧❛t♦rs✱ ❛♥❞ t❤❛t ✉♥❞❡r s♦♠❡ {✰,❂} ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ A
♦r B ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r✐♦r✐t② r✉❧❡ ✇❤✐❝❤ t❡❧❧ ✉s ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ r❡❣✉❧❛t❡s ❈✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❜❥❡❝t
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤✐s s②♥t❛①✱ ❛♥❞ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts
✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳
✻✷ ❝❤❛♣t❡r✸
✸✳✶✳✷ Pr♦❣r❛♠s t♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s
✸✳✶✳✷✳✶ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✐❣♥❡❞ ❚❘◆s
❯s✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳✶ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝
♣r♦❣r❛♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✇rt
❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✲❝❤❛rt ♦❢ ❋✐❣✳ ✷✳✹✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤✐s
♣r♦❣r❛♠ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬●●❘❙✵✾❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✭✐✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡
❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ✭✐✐✮ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts ❢♦r
❛ ❧❛r❣❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦ ✭✶✾✶✺ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✺✶✹✵ ❡❞❣❡s❀ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✷✵✵✽ ✐♥
❘❡❣✉❧♦♥❉❇✮ ✇rt t♦ ❛ ❞❛t❛s❡t ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✹✺ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢
t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✭r❡s♣✳ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✮ ✇❛s ♦❢ ✶✵✳✽ s✶ ✭r❡s♣✳ ✻✳✻ s✮✳
❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ♣r♦❝❡ss
❘❡q✉✐r❡✿ N = (V,E, σ)❀ µ = {(n, s) | n ∈ V, s ∈ {✰,❂}}
❊♥s✉r❡✿ pred✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ♦r I✱ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤
h⇐ ❇◗✳❝♦r❡✭N ✱µ✮







❲❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❣r❛♠ t❤❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✷ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤s ✐♥ ❛
♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts ♦✈❡r ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t r❡❣✐♦♥ ♦❢
✐t ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❣r❛♠ ✇❛s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❣✉✐❞✲
❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ✇❤❡♥ ♠❛♥② ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❣r❛♠
♣r♦♣♦s❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥❝♦♥s✐s✲
t❡♥❝✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡✐r t✉r♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❚❉❉✳ ■♥ t❤✐s
s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ♣r✐♦r✐t✐③❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ s✐❣♥s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❲❡ ✇✐❧❧
s❡❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ♦t❤❡r ♠♦r❡ ❡q✉✐t❛❜❧❡✱ t❤♦✉❣❤ ❝♦st❧② ✐♥ t✐♠❡✱ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ t♦ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✇rt ❛ ♠✐❝r♦❛rr❛② ❞❛t❛s❡t ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ♦❢ ✷✺✺ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬●❇▼❙✵✾❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡ ✇❛s ♦❢ ✽✼✼ s ✭≈ ✶✹ ♠✐♥✮✳
❚❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ P②t❤♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦❣r❛♠s ✐s ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t
❤tt♣✿✴✴❣❡♥♦✇❡❜✶✳✐r✐s❛✳❢r✴❙❡r✈❡✉r✲●P❖✴♦✉t✐❧s✴❤❡❧♣✴❞❛t❛❢✐❧❡s❴t❡st✴❇✐♦P②q✉❛❧✐✳
t❣③✳
✶❆❧❧ ❈P❯ t✐♠❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛ ▲✐♥✉① P❈ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ■♥t❡❧ ❈♦r❡✷
✷✳✶✻●❍❩ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ ✷●❇ ♦❢ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✳
✷❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ t♦ ✜♥❞ ❡①❛❝t❧② ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳
❯s✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s t♦ s♦❧✈❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✻✸
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛❧❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s
❘❡q✉✐r❡✿ N = (V,E, σ)❀ µ = {(n, s) | n ∈ V, s ∈ {✰,❂}}
❊♥s✉r❡✿ pred✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❢t❡r r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✱ ❛♥❞ incE✱ ❛ s❡t ♦❢ ❛❧❧
t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❡❞❣❡s r❡♣♦rt❡❞
h⇐ ❇◗✳❝♦r❡✭N ✱µ✮
✇❤✐❧❡ ❇◗✳❝♦♥s✐st❡♥❝②✭h✱µ✮ ✐s ❢❛❧s❡ ❞♦
I ⇐ ❇◗✳✐♥❝♦♥s✐st❡♥t❙✉❜❣r❛♣❤✭h✱µ✮
❢♦r (a, b) ∈ I✳❡❞❣❡s✭✮ ❞♦
N ✳❡❞❣❡❙✐❣♥✭a, b✮ ⇐ ❄






✸✳✶✳✷✳✷ ■♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡s ✐♥ ✉♥s✐❣♥❡❞ ❚❘◆s
❆ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ■❣r❛♣❤ P②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ♣❛❝❦✲
❛❣❡ ✇❛s t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚♦ s♦❧✈❡ ✐t ✇❡ ❜✉✐❧t ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢
❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇rt t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✿ ✭✐✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❚❉❉✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡
❣r❛♣❤ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❝✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦ s❤♦✇♥
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳✶✱ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛r♦✉♥❞ ✺✵✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ ♦✉r
♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ♦✉r s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❤❛❞ ✽✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦❞❡s ❛❢t❡r t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛❞ t♦
❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡s❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❡❞ t❤❛t
♥♦t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ r♦❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣♦rt❡❞✳
■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ st❡♣s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡r t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ ❚❋s ✐♥ ❛♥
✉♥s✐❣♥❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳✷✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❡ ❞✐✈✐❞❡❞ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥t♦ ♠♦t✐❢s ❛♥❞
❝❤❡❝❦❡❞ t❤❡ ❡❞❣❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦t✐❢ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t
❡❞❣❡s ❛r❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ✭❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ❄✮✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s
❝♦rr❡❝t✐♦♥ st❡♣ ✐s ❛ ✇❛② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣r✐♦r✐t② ✐s
❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❆❢t❡r r✉♥♥✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❣r❛♠ ✇❡ ♠❛② st❛② ✇✐t❤ ❛
s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s❡t ❝❛♥ ❜❡ ❛❢t❡r✇❛r❞s
r❛♥❦❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛s❡ts t❤❛t ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ✐♥❢❡r ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r♦❧❡✳
■♥ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✐❣♥ ❛ ✇❡✐❣❤t t♦ ❡❛❝❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥ ❛
❧✐st ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❛❢t❡r ❝♦♥❢r♦♥t✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣② ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❛t❛s❡ts✳
■♥ ❬❱●▲❇+✵✽❪ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ t♦ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ❊✳ ❝♦❧✐
✭✶✹✶✺ ♥♦❞❡s✱ ✷✽✾✾ ❡❞❣❡s✮ ❛♥❞ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✭✷✹✶✾ ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ ✹✸✹✹ ❡❞❣❡s✮❀ ✐♥✐t✐❛❧❧②✱ ✇✐t❤
❛❧❧ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✉♥s✐❣♥❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs
✺ ❛♥❞ ✻✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❛s ♦❢ ✽✵✶ s ✭≈ ✶✸ ♠✐♥✮ ❛♥❞ ✹✸✸✺ s ✭≈ ✼✷ ♠✐♥✮
✻✹ ❝❤❛♣t❡r✸
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ■♥❢❡r t❤❡ ❚❋ r♦❧❡s ♦❢ ❛♥ ✉♥s✐❣♥❡❞ ♥❡t✇♦r❦
❘❡q✉✐r❡✿ N = (V,E, σ)✱ ❛♥ ✉♥s✐❣♥❡❞ ♥❡t✇♦r❦❀ M ❛ s❡t ♦❢ ❞❛t❛s❡ts✳
❊♥s✉r❡✿ predE✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r♦❧❡s❀ ❛♥❞ incE ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❡❞❣❡s✳
incE ⇐ φ
r❡♣❡❛t
numPredE ⇐ 0❀ N2⇐ N
❢♦r ❛❧❧ n ∈ V ❞♦
S ⇐ N ✳s✉❜❣r❛♣❤✭n✱N ✳♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✭n✮✮
✐❢ ❇◗✳❡❞❣❡❈♦♥s✐st❡♥❝②✭S✱M✮ ✐s tr✉❡ t❤❡♥
predE ⇐ ❇◗✳❡❞❣❡Pr❡❞✐❝t✐♦♥s✭S✱M✮
❢♦r (a, b, s) ∈ predE ❞♦
N2✳❡❞❣❡❙✐❣♥✭a, b✮ ⇐ s
numPredE ⇐ numPredE + 1
❡♥❞ ❢♦r
❡❧s❡
❢♦r (a, b) ∈ S.edges() ❞♦
N2✳❡❞❣❡❙✐❣♥✭a, b✮ ⇐ ❄




❢♦r ❛❧❧ µ ∈M ❞♦
(pred, inc)⇐ ❆❧❣♦r✐t❤♠✷✭N2✱µ✮
❢♦r (a, b) ∈ inc ❞♦
N2✳❡❞❣❡❙✐❣♥✭a, b✮ ⇐ ❄
❡♥❞ ❢♦r
incE ⇐ incE ∪ inc
µ⇐ µ ∪ pred
❡♥❞ ❢♦r
N ⇐ N2
✉♥t✐❧ numPredE ✐s 0
predE ⇐ φ
❢♦r (a, b) ∈ N ✳❡❞❣❡s✭✮ ❞♦
s⇐ N ✳❡❞❣❡❙✐❣♥(a, b)
✐❢ s ∈ {✰,❂} t❤❡♥




❢♦r t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❛♥❞ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ P②t❤♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡
✇✐t❤ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐s ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐r✐s❛✳❢r✴
s②♠❜✐♦s❡✴✐♥t❡r❛❝t✐♦♥◆❡t✇♦r❦s✴❞❛t❛✴sr❝✴❇✐♦q✉❛❧✐❴❚❋r♦❧❡❴■♥❢✳t❣③✳
✸✳✶✳✷✳✸ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✐❣♥❡❞ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s
❆❧❣♦r✐t❤♠s ✶ ❛♥❞ ✷✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ■❣r❛♣❤ P②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❇✐♦q✉❛❧✐✱ ❝❛♥
❛♥❛❧②③❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ❣❡♥❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ s✉❝❤ ❛s ❊✳ ❝♦❧✐ ✱ ✐♥ ❛ r❡❛✲
❯s✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s t♦ s♦❧✈❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✻✺
s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛
s♠❛❧❧ s②st❡♠ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✶✵✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t tr❛♥s❝r✐♣✲
t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ s♣❛rs❡❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❚❋ r❡❣✉❧❛t♦rs ♦✈❡r ❛ ❣❡♥❡
♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t✇♦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r r♦❜✉st ❣❡♥❡ ♥❡t✇♦r❦s
❢❛✈♦rs ♠✐♥✐♠❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ s♣❛rs❡❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s ❬▲❡❝✵✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉s✐♥❣ ❛
❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝❛✉s❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧✳
❚❤❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❊❲❙✲❋▲■✶ ♦♥❝♦❣❡♥❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮ ✐♥ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ t♦♦❦ ♠♦r❡ t❤❛♥
✼ ❞❛②s ✉s✐♥❣ t❤❡ ■❣r❛♣❤ P②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦✱ t❤♦✉❣❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
❊✳ ❝♦❧✐✱ ✇❛s ♦♥❧② r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ✷✻✻ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✺✾✻ ❡❞❣❡s✱ ❛♥❞ ❤❛❞ t✇♦ t✐♠❡s
♠♦r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ s②st❡♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✶ ❛♥❞ ✷ ✇❡r❡ r❡♣r♦❣r❛♠♠❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❣r❛♣❤ P②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳✸✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣
♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✳
❚❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ t②♣❡ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❇✐♦q✉❛❧✐ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳✸✮✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t
r❡❛s♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❛s ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ r❡❞ ❜❧♦❝❦ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇❝❤❛rt
✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✽✳
❍♦✇ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ❦♥♦✇♥ {✰,❂} ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝t❄ ❆s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡
✜rst ❝❤❛♣t❡r✱ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s
s❡q✉❡♥❝❡ tr❡❛t♠❡♥t✱ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛♥❛❧②s❡s✱ ❛♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs st❡♣s✳
❖♥❝❡ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ ❚❋s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ✐t ♠❛② ♦❝❝✉r t❤❛t ♠❛♥② r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛rr✐✈❡ t♦ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢
✐♥t❡r❡st✳ ■t ❢r❡q✉❡♥t❧② ❤❛♣♣❡♥s t❤❛t t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧
✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ♠♦r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s✱ ❛s ♠♦r❡ ❛rt✐❝❧❡s✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♦r s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s❡s ✇❡r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦❞❡✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✐♥ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s
t♦ ❦♥♦✇ ❜② ✇❤✐❝❤ ♣❛t❤✇❛② ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦❞❡ ✇❛s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ♦r ✐♥❤✐❜✐t❡❞✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛
♣r♦❣r❛♠ t♦ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝t✳ ■t ♣❡r❢♦r♠s ❛ ♣♦st✲❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤❡
❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❜❛❝❦tr❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦r✐❣✐♥s
♦❢ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝❤❛♥❣❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ❝❛♥ ❞✐s❝♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛t❤✇❛②s
❛rr✐✈✐♥❣ t♦ ❛ ♥♦❞❡ ❛❣r❡❡ ♦r ❞✐s❛❣r❡❡ ✇✐t❤ ✐ts ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳
■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ st❡♣s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❣r❛♠✳ ❆❧❧ t❤❡ ❇✐♦✲
q✉❛❧✐ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✶ ❛♥❞ ✷✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❉❣r❛♣❤ P②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ♥❡✇ st❡♣ ✐♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❛t t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢
t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ r✉❧❡✱ ✐s ❛❞❞❋✉♥❝Pr❡❞❡❝✭N ✱♥✱●❊◆✮✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❞❞s ❛
t❡♠♣♦r❛r② ❧❛②❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡ n ❛♥❞ ✐ts ❞✐r❡❝t ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ❧❛②❡r t♦ n ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ GENn ✭r❡❝❛❧❧ ❊q✉❛t✐♦♥
✷✳✹✮✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡❛s✐❧② ✐❞❡♥t✐❢② ✇❤✐❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ✇❡r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ✭♦r ♦♣♣♦s✐t❡✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♥♦❞❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
❲❡ t❡st❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ ❤✉♠❛♥ ♦♥❝♦❣❡♥❡
✭✷✾✻ ♥♦❞❡s ✕ ✸✻ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❣❡♥❡r✐❝ r✉❧❡✱ ✹✸✵ {✰,❂} ❡❞❣❡s✮ ✇✐t❤ ❛ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✻✶
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❣r❛♣❤ P②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐
✻✻ ❝❤❛♣t❡r✸
❧✐❜r❛r②✱ ✇❛s ♦❢ ✽✻ s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❋✐♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜❣r❛♣❤ t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ {✰,❂} s✐❣♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
❘❡q✉✐r❡✿ N = (V,E, σ)✿ ❛♥ ♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ V ✈❡rt❡①❡s✱ E ❡❞❣❡s✱ ❛♥❞
σ = {FT | T ∈ V } ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡
µ = {(n, s) | n ∈ V, s ∈ {✰,❂}}✿ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ N
n ∈ V ✿ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st
❇◗✳❝♦♥s✐st❡♥❝②✭N ✱µ✮ ✐s tr✉❡
❊♥s✉r❡✿ T = (VT , ET ), VT ⊂ V,ET ⊂ E
T ⇐ φ
N2 ⇐ ❛❞❞❋✉♥❝Pr❡❞❡❝✭N , n✱●❊◆✮
fixed ⇐ ❇◗✳♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✭N2✱µ✮
❢♦r p ✐♥ N2✳♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✭n✮ ❞♦
✐❢ p ∈ dom(fixed) t❤❡♥





❲❤✐❝❤ ♥♦❞❡s t♦ ✜① t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ❦♥♦✇♥ {✰,❂} ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝t❄
■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✱ ✇❡ ♠❛② ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡♠♣t② ❣r❛♣❤❀ t❤✉s✱ ✐t ✐s ♥♦t
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ ♦✉r ♥♦❞❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ♥♦r ❜② ✇❤✐❝❤ ♣❛t❤✇❛②s t❤✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛rr✐✈❡s t♦ ♦✉r ♥♦❞❡ ♦❢
✐♥t❡r❡st✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ♣r❡❞✐❝t
t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✇❤❡♥ ♦♣♣♦s✐t❡✲s✐❣♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❛rr✐✈❡ t♦ ✐t✳
❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❛♥s✇❡rs t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
q✉❡st✐♦♥✿ ❲❤✐❝❤ ♥❡t✇♦r❦ ✭♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞✱ ♥♦♥✲♣r❡❞✐❝t❡❞✮ ♣r♦❞✉❝t ❤❛s t♦ ❜❡ ✜①❡❞ t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣❛t❤ ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s ❛ ❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇✐t❤♦✉t
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s❄ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳ ❚❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ addFuncPredec(N , n,AND/OR) ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✿
✐t ❛❞❞s ❛ t❡♠♣♦r❛r② ❧❛②❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡ n ❛♥❞ ✐ts ❞✐r❡❝t ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡
♥❡✇ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ❧❛②❡r t♦ n ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ANDn ♦r ORn ✭r❡❝❛❧❧
❊q✉❛t✐♦♥s ✷✳✻ ❛♥❞ ✷✳✼✮✳
❲❡ t❡st❡❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❜✉t
✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡t ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✻✶ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
❉❣r❛♣❤ P②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ❧✐❜r❛r②✱ ✇❛s ♦❢ ✶✵✸ s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧
❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳
❯s✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s t♦ s♦❧✈❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✻✼
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ❋✐♥❞ ❛ ❧✐st ♦❢ ♣❛✐rs {(m, s) | m ∈ V, s ∈ {✰,❂}} t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ✜①❡❞
{✰,❂} ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st n✳ ❋✐♥❞ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ T ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥
t❤❡ ❧✐st t♦ n
❘❡q✉✐r❡✿ N = (V,E, σ)✿ ❛♥ ♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ V ✈❡rt❡①❡s✱ E ❡❞❣❡s✱ ❛♥❞
σ = {FT | T ∈ V }✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡
µ = {(n, s) | n ∈ V, s ∈ {✰,❂}}✿ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ N
n ∈ V ✿ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st
sign ∈ {✰,❂}✿ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ n t♦ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❇◗✳❝♦♥s✐st❡♥❝②✭N ✱µ✮ ✐s tr✉❡
❆❧❣♦r✐t❤♠✹✭✭N ✱µ✱n✮ ✐s φ
❊♥s✉r❡✿ {(m, s)}✱ T = (VT , ET ), VT ⊂ V,ET ⊂ E
{(m, s)} ⇐ ❀ T ⇐ φ
pred1 ⇐ ❇◗✳♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✭N ✱µ✮
✐❢ sign ✐s ✬✰✬ t❤❡♥
N2 ⇐ ❛❞❞❋✉♥❝Pr❡❞❡❝✭N ✱n✱❆◆❉✮
❡❧s❡
N2 ⇐ ❛❞❞❋✉♥❝Pr❡❞❡❝✭N ✱n✱❖❘✮
❡♥❞ ✐❢
µ2 ⇐ µ❀ µ2(n)⇐ sign
pred2⇐ ❇◗✳♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✭N2✱µ2✮
{(m, s)} ⇐ pred2 \ pred1
❢♦r (m, s) ✐♥ {✭♠✱s✮} ❞♦





✸✳✶✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ s②♥t❤❡s✐s
✸✳✶✳✸✳✶ ■❣r❛♣❤
■♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❛♥❛❧②s❡s ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✶✱ ✷✱ ❛♥❞ ✸ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ■❣r❛♣❤ P②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢
t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✲
s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ❢❛st❡st✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✷ ❛♥❞ ✸ ✇✐❧❧
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❢♦✉♥❞✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✶✱ ✷✱ ❛♥❞ ✸ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❆❧❧
t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ▲✐♥✉① P❈ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ■♥t❡❧ ❈♦r❡✷ ✷✳✶✻●❍❩ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞
✷●❇ ♦❢ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❆❧❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✭♥✮ ❛♥❞ ❡❞❣❡s ✭❡✮✳
◆❡t✇♦r❦ ❉❛t❛s❡t✭s✮ ❆♥❛❧②s✐s ❚✐♠❡ ✭s❡❝✳✮
❊✳ ❝♦❧✐
✶✾✶✺♥ ✲ ✺✶✹✵❡
✶ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✹✺ ♦❜s✳





✶ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✹✺ ♦❜s✳












✾✼ ♦❜s✳ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡




✼✸✺ ♦❜s✳ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡
■♥❢❡r ❚❋ r♦❧❡s ✭❆❧❣✳ ✸✮ ✹✸✸✺
✸✳✶✳✸✳✷ ❉❣r❛♣❤ ✈s✳ ■❣r❛♣❤
■♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✇❡ s❤♦✇ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ✉s✐♥❣ ■❣r❛♣❤
❛♥❞ ❉❣r❛♣❤✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡
❞✐✛❡rs ❜✉t r❡♠❛✐♥s ❜❡❛r❛❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳
❆ ✇❡❜ ❢♦r♠ ✐s ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐r✐s❛✳❢r✴s②♠❜✐♦s❡✴❜✐♦q✉❛❧✐✴✳
■t ✉s❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❇✐♦q✉❛❧✐ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤✐s t♦♦❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡
✉s❡rs ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s❡s ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜✉t ❡❛s✐❡r
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✶ ❛♥❞ ✷ ✭❜❛s❡❞ ♦♥ ❉❣r❛♣❤✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
❛ ❈②t♦s❝❛♣❡ ♣❧✉❣✐♥ ♥❛♠❡❞ ❇✐♦◗✉❛❧✐P❧✉❣✐♥ ❛♥❞ ❛s ❛ ❲❡❜ s❡r✈✐❝❡✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ ✇✐❧❧
❣✐✈❡ ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ t❤❡s❡ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝ t♦♦❧s✳
✸✳✷ ❯s✐♥❣ ❆❙P t♦ s♦❧✈❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
❘❡❛s♦♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❆♥s✇❡r ❙❡t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❆❙P✮ ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤✐s str❛t❡❣②
❞♦❡s ♥♦t st✉❞② ✭♥♦r r❡♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠❡♠♦r②✮ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛♣♣❧✐❡s s❡❛r❝❤
❯s✐♥❣ ❆❙P t♦ s♦❧✈❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✻✾
❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✶ ❛♥❞ ✷ ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ■❣r❛♣❤ ❛♥❞
❉❣r❛♣❤ P②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ▲✐♥✉① P❈ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ■♥t❡❧
❈♦r❡✷ ✷✳✶✻●❍❩ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ ✷●❇ ♦❢ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❝♦r❡s✱ ❛r❡
♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✭♥✮ ❛♥❞ ❡❞❣❡s ✭❡✮✳
◆❡t✇♦r❦ ❉❛t❛s❡t ❈♦r❡ ❆♥❛❧②s✐s ■❣r❛♣❤ ✭s✳✮ ❉❣r❛♣❤ ✭s✳✮
❊✳ ❝♦❧✐
✶✾✶✺♥ ✲ ✺✶✹✵❡












✷✺✺ ♦❜s✳ ✸✺✾♥ ✲ ✾✽✹❡ ❆❧❣✳ ✷ ✽✼✼ ✶✹✵
❊❲❙✲❋▲■✶
✷✽✼♥ ✲ ✻✹✹❡
✻✶ ♦❜s✳ ✷✻✻♥ ✲ ✺✾✻❡
❆❧❣✳ ✶
❉✐❛❣♥♦s✐s
❃ ✼ ❞❛②s ✷✻
❊❲❙✲❋▲■✶
✷✽✼♥ ✲ ✻✹✹❡
✻✶ ♦❜s✳ ✷✻✻♥ ✲ ✺✾✻❡
❆❧❣✳ ✶
Pr❡❞✐❝t✐♦♥
❃ ✼ ❞❛②s ✶✵
t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥
✇❤✐❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❤✐❣❤✲
t❤r♦✉❣❤♣✉t ❞❛t❛✱ ✇❡r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❆❙P ❛♥❞ ❤♦✇✳
✸✳✷✳✶ ❆❙P ❧♦❣✐❝
❆❙P ❬❇❛r✵✸❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧❡❛❞✐♥❣ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ r❡❛✲
s♦♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✈✐♥❣✳ ■t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✐❝❤ ♠♦❞✲
❡❧✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛♥s✇❡r s❡t s❡♠❛♥t✐❝s ❬❙◆❙✵✷❪✱
❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❡♥❣✐♥❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❇♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥str❛✐♥t s♦❧✈✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ s✉❝❤ ❛s
❝❧❛s♣ ❬●❑◆❙✵✼❪✳ ❙♦♠❡ ♦❢ ✐ts ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✇rt ♦t❤❡r ✭s❡♠✐✲✮❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❧✐❦❡
Pr♦❧♦❣ ❛r❡ t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ r✉❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡
r✉❧❡s✱ ❜♦❞② ❧✐t❡r❛❧s✱ ❛♥❞ q✉❡r✐❡s ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r✳ ❚❤❡ ✇❛② Pr♦❧♦❣ ✉s❡s ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛s ❢❛✐❧✲
✉r❡ t♦ r❡❢✉t❡ ❛ q✉❡r② ♠❛② ❝❛✉s❡ ✐t t♦ ❣❡t ✐♥t♦ ✐♥✜♥✐t❡ ❧♦♦♣s❀ ❆❙P✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❞♦❡s ♥♦t
❤❛✈❡ t❤✐s r✐s❦ ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❞✉❝❡ ♣r♦♦❢s✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛✉s❡s ❆❙P ♥♦t t♦ ❣❡t ✐♥t♦
✐♥✜♥✐t❡ ❧♦♦♣s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧
❛s ❇■❖❈❍❆▼ ❬❈❋❙✵✻❪ ❞♦❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❛♥❞ ✐t s✉✐ts ✈❡r② ✇❡❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❆❙P ✐s t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ s❡t ♦❢ r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ✜♥❞ ✐ts s♦❧✉t✐♦♥
❜② ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛♥s✇❡r s❡ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♠♦r❡
t❤✐s ✐❞❡❛✳ ❆♥ ❆❙P ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿
L0 or . . . or Lk ← Lk+1, . . . , Lm,not Lm+1, . . . ,not Ln. ✭✸✳✷✮
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ Li ✐s ❛♥ ❛t♦♠✱ ❵or✬ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ∨ s②♠❜♦❧✱ ❛♥❞ ❵✱✬ st❛♥❞s ❢♦r ∧✳
❚❤❡ str✐❝t ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❵or✬✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ ∨✳ ❚❤✐s r✉❧❡ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢
Lk+1, . . . , Lm ❛r❡ tr✉❡ ❛♥❞ ✐❢ Lm+1, . . . , Ln ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ❢❛❧s❡✱ t❤❡♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢
✼✵ ❝❤❛♣t❡r✸
L0, . . . , Lk ♠✉st ❜❡ tr✉❡✳ ❚❤❡ ♣❛rts ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✭r❡s♣✳ r✐❣❤t✮ ♦❢ ❵←✬ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❤❡❛❞ ✭r❡s♣✳
❜♦❞②✮ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡✳ ❆ r✉❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣t② ❜♦❞② ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐s❥✉♥❝t ✐♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ✭k = 0✮
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❢❛❝t✱ ✇❤✐❧❡ ❛ r✉❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣t② ❤❡❛❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✐♥t❡❣r✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✳
❆♥ ❛t♦♠ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ p(t1, . . . , tn)✱ ✇❤❡r❡ p ✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ti ✐s ❡✐t❤❡r ❛
✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ ♦r ❛♥ ♥✲❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❛② t❤❛t ❛♥ ❛t♦♠ ✐s ❣r♦✉♥❞✱ ✐❢ t❤❡r❡
✐s ♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ✐t✳ ❆♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✭❙✮ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ P ✐s ❛♥② s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❛t♦♠s✳ ❙
✐s s❛✐❞ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❆❙P r✉❧❡ ✭✸✳✷✮ ✐❢✿
✭✐✮ ✇❤❡♥ t❤❡ r✉❧❡ ❤❡❛❞ ✐s ❡♠♣t②✿ {Lk+1, . . . , Lm} ( S ♦r {Lm+1, . . . , Ln} ∩S 6= φ✱ ♦r
✭✐✐✮ ✇❤❡♥ t❤❡ r✉❧❡ ❤❡❛❞ ✐s ♥♦t ❡♠♣t②✿ {Lk+1, . . . , Lm} ⊆ S ❛♥❞ {Lm+1, . . . , Ln}∩S = φ
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t {L0, . . . , Lk} ∩ S 6= φ✳
❆ model ♦❢ P ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ t❤❡ r✉❧❡s ✐♥ P✳ ❆♥s✇❡r s❡ts ♦❢
❛ ♣r♦❣r❛♠ P ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❡❧s ♦❢ P s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧
❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡s✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ❙ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ❛t♦♠s ♦❢ P✱ ❧❡t PS ❜❡ t❤❡
r❡❞✉❝t ♣r♦❣r❛♠ ♦❢ P ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡❧❡t✐♥❣✿
✭✐✮ ❡❛❝❤ r✉❧❡ t❤❛t ❤❛s ❛♥ ❛t♦♠ not L ✐♥ ✐ts ❜♦❞② ✇✐t❤ L ∈ S✱ ❛♥❞
✭✐✐✮ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ not L ✐♥ t❤❡ ❜♦❞✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r✉❧❡s✳
❙ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥ ❛♥s✇❡r s❡t ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ P✱ ✐✛ ❙ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢
PS ✳ ❆♥s✇❡r s❡ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❣r♦✉♥❞ ♣r♦❣r❛♠s❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❆❙P ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡
❛❧❧♦✇s ❢♦r ♥♦♥✲❣r♦✉♥❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❡♥❝♦❞✐♥❣s✳ ●r♦✉♥❞❡rs✱ ❧✐❦❡ ❣r✐♥❣♦ ❬●❙❚✵✼❪ ❛♥❞ ❧♣❛rs❡
❬❙②r❪✱ ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ ❢❛❝ts ✐♥t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❣r♦✉♥❞ ♣r♦❣r❛♠✱ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② s♦♠❡ ❆❙P s♦❧✈❡r✳
■♥ ❬●❙❚+✵✽❪ ●❡❜s❡r ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ ❆❙P✳
❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ ❆❙P r✉❧❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s ❝♦♥s✐st❡♥t ♦r ♥♦t ✇rt ❛
❞❛t❛s❡t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s r✉❧❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❧❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❆♥♦t❤❡r q✉❡st✐♦♥ t❤❛t
✇❛s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❆❙P ✐s ❤♦✇ t♦ ♠✐♥✐♠❛❧❧② ❝♦rr❡❝t ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ♥❡t✇♦r❦ ✇rt ❛
❞❛t❛s❡t✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❆❙P ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡s❡
❛♥❛❧②s❡s✳
✸✳✷✳✷ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦s✐s
❚❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ N ✇rt t♦ ❛ ❞❛t❛s❡t µ ✇❛s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❬●❙❚+✵✽❪
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛♥s✇❡r s❡t t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❛ s❡t ♦❢ r✉❧❡s ♦❢ t②♣❡ ✸✳✷✳ ■❢ ♥♦ ❛♥s✇❡r
s❡t ✇❛s ❢♦✉♥❞✱ t❤❡♥ N ✇❛s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇rt µ✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞
❞❛t❛s❡t ♥♦t❛t✐♦♥s✿
❼ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ N = (V,E, σ)✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛♥❞ s✐❣♥❡❞ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞✱
✇❤❡r❡ V ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s✱ E t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s✱ ❛♥❞ σ : E → {✰,❂}✱ ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
❯s✐♥❣ ❆❙P t♦ s♦❧✈❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✼✶
❼ ▲❡t µ = {(n, s) | n ∈ V, s ∈ {✰,❂}} r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ N ✳
❚❤❡ ❆❙P r✉❧❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬●❙❚+✵✽❪ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ N
✇rt ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛s❡t µ ✇❡r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ♣❛rts✿
Pr♦❜❧❡♠ ■♥st❛♥❝❡✳ ❚❤❡s❡ r✉❧❡s ✇❡r❡ ❣r♦✉♥❞ ❢❛❝ts ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ N ❛♥❞ µ✱ t❤❛t ✐s✿
❼ ◆❡t✇♦r❦ ❢❛❝ts✿ ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ V ❛ ❢❛❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❵✈❡rt❡①✭✐✮✬ ✐s ❛❞❞❡❞✱ ❢♦r
❡❛❝❤ ❡❞❣❡ (i, j) ∈ E t❤❡ ❢❛❝t ❵❡❞❣❡✭✐✱❥✮✬ ✐s ❛❞❞❡❞✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛❜❡❧❡❞ ❡❞❣❡
σ(i, j) = s t❤❡ ❢❛❝t ❵♦❜s❊✭✐✱❥✱s✮✬ ✐s ❛❞❞❡❞✳ ■❢ i ✐s ❛ ♥♦❞❡ ✇✐t❤♦✉t ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs
✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢❛❝t ❵✐♥♣✉t✭✐✮✬ ✐s ❛❞❞❡❞✳
❼ ❉❛t❛s❡t ❢❛❝ts✿ ❢♦r ❡❛❝❤ (i, s) ∈ µ t❤❡ ❢❛❝t ❵♦❜s❱✭✐✱s✮✬ ✐s ❛❞❞❡❞✳
●❡♥❡r❛t✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ▲❡t ✉s ❜r✐❡✢② ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♥❡t✇♦r❦ N ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛s❡t µ✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✇❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❛t t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
{✰,❂} ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ s②st❡♠
❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛❧❧ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✇✐t❤ ❆❙P✱ ✐t ✇❛s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ {✰,❂} ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡s ✭❛♥❞
❡❞❣❡s✮✳ ❚❤✐s ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s t♦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳
labelV (V,✰) or labelV (V,❂)← vertex(V ).
labelE(U, V,✰) or labelE(U, V,❂)← edge(U, V ).
labelV (V, S)← obsV (V, S).
labelE(U, V, S)← obsE(U, V, S).
✭✸✳✸✮
◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ µ(i) = ✰✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ t❤❡ ❛♥s✇❡r s❡t ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s ✐♥ ✭✸✳✸✮ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡
❛t♦♠ ❵❧❛❜❡❧❱✭✐✱✰✮✬✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦t❤ ❛t♦♠s
❵{❧❛❜❡❧❱✭✐✱✰✮✱❧❛❜❡❧❱✭✐✱❂✮}✬ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❞✉♥❞❛♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✇❛② ♦❢ ✜①✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s❀ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❡❞❣❡ ❧❛❜❡❧s✳
❚❡st✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r✉❧❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ st❛t❡❞
t❤❛t✿ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦♥❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠✉st ❜❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
✐ts❡❧❢✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ❬●❙❚+✵✽❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s✿ ❣✐✈❡♥ N ❛♥❞ µ✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♥♦♥✲✐♥♣✉t ✈❡rt❡① i ∈ V ✱ t❤❡ s✐❣♥ µ(i)
♦❢ i ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❡❞❣❡ (j, i) ∈ E s✉❝❤ t❤❛t µ(i) = µ(j)⊗ σ(j, i)✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ ❛ s❡t ♦❢ ❢❛❝ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
❛♥❞ ❞❛t❛s❡t ✇❛s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ t❤r❡❡ ♠♦r❡ r✉❧❡s ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡
❛t♦♠ ❵r❡❝❡✐✈❡✭✐✱s✮✬ ✐❢ ♥♦❞❡ i r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s✐❣♥ s✿
receive(V,✰)← labelE(U, V, S), labelV (U, S).
receive(V,❂)← labelE(U, V, S), labelV (U, T ), S 6= T.
✭✸✳✹✮
✼✷ ❝❤❛♣t❡r✸
❚❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ❞✐❞ ♥♦t
r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥✳
← labelV (V, S),not receive(V, S),not input(V ). ✭✸✳✺✮
■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛♥s✇❡r s❡t ♦❢ t❤✐s ♣r♦❣r❛♠✱ t❤❡♥ N ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇rt µ✳
❆♥♦t❤❡r s❡t ♦❢ r✉❧❡s ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s st❡♣ ❛♥❞ t♦ ✜♥❞
❡①❛❝t❧② ❛❧❧ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡s❡
❛♥❛❧②s❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬●❙❚+✵✽❪✳ ❆❧s♦✱ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ✇❡❜ s✐t❡ ❬❛s♣❪ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤
❛♥❛❧②s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ♦♥✲❧✐♥❡ ♦♥ t❤❡✐r ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ■♥ ❬●❙❚+✵✽❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛♣♣❧✐❡❞
t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❡ ❚❘◆ ♦❢ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❬◆●❇❇❑✵✷❪ ✭✹✾✶ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✾✵✾ ❡❞❣❡s✮ ✇rt
❛ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✷✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥ ✷✶✽ s✳ ❲❡
❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦ ✭✶✾✶✺ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✺✶✹✵
❡❞❣❡s✮ ✇rt ❛ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✷✺✺ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❡①❛❝t❧②
❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✇❛s ❧♦♥❣❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳
✸✳✷✳✸ ▼✐♥✐♠❛❧ ♥❡t✇♦r❦✴❞❛t❛s❡t r❡♣❛✐rs
❲❡ ❛❞❞r❡ss ♥♦✇ ❛ ♥❡✇ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ r❡♣❛✐r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣✱ ②❡t ♦❢t❡♥ ❞✐s❝r❡♣❛♥t✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡✲❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡✐r ♠✉t✉❛❧
❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❲❡ s✉❜♠✐tt❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❡❛♠ ❧❡❛❞❡❞ ❜②
❚✳ ❙❝❤❛✉❜ ✐♥ t❤❡ P♦ts❞❛♠ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ t♦ t❤❡ ✏❚✇❡❧❢t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡
Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣✑✱ t♦ ❜❡ ❤❡❧❞ ✐♥ ❚♦r♦♥t♦✱ ❈❛♥❛❞❛✱
▼❛② ✾✲✶✸✱ ✷✵✶✵✳
❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞② ♦♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ✭✶✾✶✺ ♥♦❞❡s
❛♥❞ ✺✶✹✵ ❡❞❣❡s✮ ✇rt t✇♦ ❞❛t❛s❡ts✿ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❙t❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t ❬❇▼❆+✵✼❪ ❛♥❞
❍❡❛ts❤♦❝❦ ❬❆❍▲+✵✸❪✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✽✺✵ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞
s❛♠♣❧❡s ♦❢ s✐③❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✸✪✱ ✻✪✱ ✾✪✱ ✶✷✪✱ ❛♥❞ ✶✺✪ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ✉s❡❞
t❤❡♠ ❢♦r t❡st✐♥❣ ❜♦t❤ ♦✉r r❡♣❛✐r ♠♦❞❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭♦❢ ♦♠✐tt❡❞ ❞❛t❛✮✳ ❚❤❡ ❆❙P
❡♥❝♦❞✐♥❣s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ r❡♣❛✐r ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s❡s✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳
✸✳✷✳✸✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡
❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❞❛t❛s❡t ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ❣r♦✉♥❞ ❢❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r✉❧❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ❛♥❛❧②s✐s ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❡❛s❡ t❤❡ r✉❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱
t❤❡ s✐❣♥s ✐♥ ♥❡t✇♦r❦ N ❛♥❞ ❞❛t❛s❡t µ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② {1,−1} ✈❛❧✉❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ {✰,❂}✳
▲❡t ✉s s❤♦✇ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❞❛t❛s❡t ❛r❡ ❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ ❆❙P r✉❧❡s✳











❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❆♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✭❧❡❢t✮ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t ✭r✐❣❤t✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
✐♥❝r❡❛s❡s ✭❞❡❝r❡❛s❡s✮ ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ✈❡rt❡①❡s ❝♦❧♦r❡❞ ❣r❡❡♥ ✭r❡❞✮✱ ❛♥❞ ✈❡rt❡① d ✐s ❛♥ ✐♥♣✉t✳
●r❡❡♥ ✭r❡❞✮ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✭✐♥❤✐❜✐t✐♦♥s✮✳
❊①❛♠♣❧❡ ✶✳ ❚❤❡ ❢❛❝ts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✭Πg✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t




vertex(a). vertex(b). vertex(c). vertex(d). vertex(e).
edge(a, b). obsE(a, b, 1). edge(c, e). obsE(c, e,−1).
edge(a, d). obsE(a, d,−1). edge(d, b). obsE(d, b, 1).
edge(a, e). obsE(a, e,−1). edge(d, c). obsE(d, c, 1).
edge(b, a). obsE(b, a, 1). edge(d, e). obsE(d, e, 1).




Πp1 = {input(d). obsV (d, 1). obsV (c,−1). obsV (a, 1).} ✭✸✳✼✮
◆♦t❡ t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦✜❧❡ p1 ✭ ❝❢✳ r✐❣❤t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✮ ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥
✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ■t ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✈❡rt❡① b ✇✐t❤ −1 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ c✳ ■♥ p1 s✉❝❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ b ✐s ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ✸
✸✳✷✳✸✳✷ ❘❡♣❛✐r ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❚❤❡s❡ r✉❧❡s st❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ❛ s♣❡❝✐✜❝
r❡♣❛✐r✳ ❇❡❢♦r❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡♠✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡♣❛✐rs✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ◆❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❞❛t❛s❡t r❡♣❛✐rs ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡✐r ♠✉t✉❛❧ ❝♦♥s✐s✲
t❡♥❝②✳
❚❡r♠ ❚❛r❣❡t ▼❡❛♥✐♥❣
❛❞❞❴❡✭❯✱❱✮ ♥❡t✇♦r❦ ■♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ U t♦ V
✢✐♣❴❡✭❯✱❱✱❙✮ ♥❡t✇♦r❦ ❋❧✐♣ t❤❡ s✐❣♥ S ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ U t♦ V
✐♥♣❴✈✭❱✮ ♥❡t✇♦r❦ ❚r❡❛t ✈❡rt❡① V ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t
✢✐♣❴✈✭❱✱❙✮ ❞❛t❛s❡t ❋❧✐♣ t❤❡ s✐❣♥ S ♦❢ ✈❡rt❡① V
❚❤❡s❡ r❡♣❛✐r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❡①✐st✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✉s❡ ❝❛s❡s✳ ❚♦ r❡♣❛✐r ❛
♠♦❞❡❧ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ❡❞❣❡s ♠❛❦❡s s❡♥s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥
✼✹ ❝❤❛♣t❡r✸
t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✮✳ ❋❧✐♣♣✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ✐s ❛ ✇❛② t♦ ❝✉r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧❀ ✐t
♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r ✭❛❝t✐✈❛t♦r ♦r ✐♥❤✐❜✐t♦r✮ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞✳ ❚✉r♥✐♥❣ ❛ ✈❡rt❡① ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥♣✉t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ♠✐ss✐♥❣ ✭✉♥❦♥♦✇♥✮
r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ♦r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦rs✳ ❘❡✈✐s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣✉ts t❤❡
❞❛t❛s❡t ✐♥t♦ q✉❡st✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛② ❤❡❧♣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛❜❡rr❛♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❢r❡q✉❡♥t ✐♥
♠✐❝r♦❛rr❛② ❞❛t❛✮✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ r❡♣❛✐r ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿
rep(add❴e(U, V )) ← rep❴a, vertex (U), vertex (V ), U 6= V,not edge(U, V ).
rep(flip❴e(U, V, S))← rep❴e, edge(U, V ), obsE (U, V, S).
rep(inp❴v(V )) ← rep❴i , vertex (V ),not input(V ).
rep(flip❴v(V, S)) ← rep❴v , vertex (V ), obsV (V, S). ✭✸✳✽✮
❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❡r♠s ✐♥s✐❞❡ ♦❢ ♣r❡❞✲
✐❝❛t❡ rep✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r❡♣❛✐rs ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❛② ✇❤❡♥❡✈❡r ❦♥♦✇✐♥❣
♣❛rt✐❝✉❧❛r t②♣❡s ✐s ✉♥♥❡❝❡ss❛r②✳
❲❤✐❝❤ r❡♣❛✐r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ♣❡r♠✐tt❡❞ ♦r ♦♠✐tt❡❞ r❡q✉✐r❡s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❛t ❤❛♥❞✳ ❇② ♦✛❡r✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱
♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ✭✸✳✽✮ t❤❡
❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ r❡♣❛✐r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛t♦♠s rep❴a, . . . , rep❴v ✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ r❡♣❛✐r t②♣❡s✱ s✉❝❤ ❛t♦♠s ❛r❡ t♦ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s ❢❛❝ts✳ ■t
✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡str✐❝t r❡♣❛✐r ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡❞❣❡s ♦r ✈❡rt❡①❡s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❡rt ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r✉❧❡s ✐♥ ✭✸✳✽✮ ✜❧t❡r s♦♠❡ r❡❞✉♥❞❛♥t r❡♣❛✐rs✳ ❆♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥
❞✐st✐♥❝t ✈❡rt❡①❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋❧✐♣♣✐♥❣ s✐❣♥s
♦❢ ❡❞❣❡s ♦r ✈❡rt❡①❡s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ ❛ s✐❣♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦r t❤❡ ❞❛t❛✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼❛❦✐♥❣ ❛ ✈❡rt❡① ❛♥ ✐♥♣✉t r❡q✉✐r❡s ✐t ♥♦t t♦ ❛❧r❡❛❞② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t✳
✸✳✷✳✸✳✸ ❘❡♣❛✐r ❡♥❝♦❞✐♥❣
❲✐t❤ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ r❡♣❛✐rs ❛t ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦
❛♣♣❧②✿
app(R)← rep(R),not app(R). app(R)← rep(R),not app(R). ✭✸✳✾✮
❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ r❡♣❛✐r ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ❛❜♦✉t ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ✇✐t♥❡ss❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢
t❤❡ r❡♣❛✐r❡❞ ♥❡t✇♦r❦✴❞❛t❛s❡t✳ ❲❡ ✜rst ❞❡❝❧❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s✐❣♥s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✿
sig(1). sig(−1). opp(S,−S)← sig(S). ✭✸✳✶✵✮
❚❤❡ r✉❧❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇ t❛❦❡ ❝❛r❡ ♦❢ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ r❡♣❛✐rs
♦♥ t❤❡♠✿
labelE (U, V, S) ← edge(U, V ), obsE (U, V, S),not app(flip❴e(U, V, S)).
labelE (U, V, T )← app(flip❴e(U, V, S)), opp(S, T ).
labelE (U, V, S) ← app(add❴e(U, V )), opp(S, T ),not labelE (U, V, T ).
labelE (U, V, S) ← edge(U, V ), opp(S, T ),not labelE (U, V, T ). ✭✸✳✶✶✮
❯s✐♥❣ ❆❙P t♦ s♦❧✈❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✼✺
❚❤❡ ✜rst r✉❧❡ ✐s t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ✭❦♥♦✇♥✮ s✐❣♥s ♦❢ ❡❞❣❡s ✐❢ ♥♦t ✢✐♣♣❡❞ ❜② ❛ r❡♣❛✐r❀ ♦t❤❡r✲
✇✐s❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r✉❧❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ✐♥st❡❛❞✳ ❋♦r ❡❞❣❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② r❡♣❛✐rs ❛♥❞ ✉♥❧❛❜❡❧❡❞ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❧❛st t✇♦ r✉❧❡s ❡♥❝♦❞❡ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ s✐❣♥✱ ♠❛❦✐♥❣ s✉r❡ t❤❛t ❛♥② ❛♥s✇❡r s❡t ❝♦♠♣r✐s❡s ❛ t♦t❛❧ ❡❞❣❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣✱ ❣✐✈❡♥
❜② ❣r♦✉♥❞ ❛t♦♠s ♦✈❡r ♣r❡❞✐❝❛t❡ labelE✳
❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛s ✇✐t❤ ❡❞❣❡s✱ ❜✉t ♥♦✇ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦✜❧❡s✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✈❡rt❡① ❧❛❜❡❧s ❛♥❞ r❡♣❛✐rs ♦♥ t❤❡♠✿
labelV (V, S) ← vertex (V ), obsV (V, S),not app(flip❴v(V, S)).
labelV (V, T )← app(flip❴v(V, S)), opp(S, T ).
labelV (V, S) ← vertex (V ), opp(S, T ),not labelV (V, T ). ✭✸✳✶✷✮
❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ✜rst r✉❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥s s✐❣♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
s❡❝♦♥❞ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡s r❡♣❛✐rs ✢✐♣♣✐♥❣ s✉❝❤ s✐❣♥s✳ ●r♦✉♥❞ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ r✉❧❡ ♣❡r♠✐t
❝❤♦♦s✐♥❣ s✐❣♥s ♦❢ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ✈❡rt❡①❡s✱ ♥♦t ②❡t ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r t❤❡ ✜rst ♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞
r✉❧❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ labelV ✐♥ ❛♥ ❛♥s✇❡r s❡t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t♦t❛❧ ✈❡rt❡①
❧❛❜❡❧✐♥❣✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ♥♦♥✲✐♥♣✉t ✈❡rt❡①❡s ❛r❡ ❡①✲
♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡✐r r❡❣✉❧❛t♦rs✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
receive(V, S∗T )← labelE (U, V, S), labelV (U, T ).
← labelV (V, S),not receive(V, S),
not input(V ),not app(inp❴v(V )). ✭✸✳✶✸✮
❋✐rst✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r U ♦♥ V ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ s✐❣♥s
♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ♦❢ U ✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❞❡♥✐❡s ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ❛ ♥♦♥✲
✐♥♣✉t ✈❡rt❡①✱ ♥❡✐t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t ♥♦r ♠❛❞❡ ✐♥♣✉t ❜② ❛♥② r❡♣❛✐r✱ r❡❝❡✐✈❡s ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ✐ts ✈❛r✐❛t✐♦♥ S✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛ ♥♦♥✲✐♥♣✉t ✈❡rt❡① ♠✉st ♥♦t ❜❡ ✉♥❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛♥② ❛♥s✇❡r s❡t ❝♦♠♣r✐s❡s ❝♦♥s✐st❡♥t t♦t❛❧ ✈❡rt❡① ❛♥❞ ❡❞❣❡
❧❛❜❡❧❧✐♥❣s ✇rt t❤❡ r❡♣❛✐r❡❞ ♥❡t✇♦r❦✴❞❛t❛s❡t✳
✸✳✷✳✸✳✹ ▼✐♥✐♠❛❧ r❡♣❛✐rs
❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ♣❧❡♥t② ♦❢ r❡♣❛✐rs ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ s❡✈❡r❛❧ r❡♣❛✐r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡
❛❞♠✐tt❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛t♦♠s rep❴a, . . . , rep❴v ❛s ❢❛❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡
✉s✉❛❧❧② ✐s ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ r❡♣❛✐rs t❤❛t ♠❛❦❡ ❢❡✇ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞✴♦r ❞❛t❛✳
❘❡♣❛✐rs t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥
❡❛s✐❧② ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ r❡♣❛✐rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ★minimize ❞✐r❡❝t✐✈❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✐♥ ❧♣❛rs❡✬s ❛♥❞ ❣r✐♥❣♦✬s ✐♥♣✉t ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ st❛t❡♠❡♥t ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
★minimize{app(R) : rep(R)}. ✭✸✳✶✹✮
■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡ app ✐♥ ❛♥s✇❡r s❡ts✱ ✇✐t❤ ❛r❣✉♠❡♥t R
r❛♥❣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ✏❞♦♠❛✐♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡✑ rep✱ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❛✲
t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✭✸✳✶✹✮ ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② r❡❢❡r t♦ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ r❡♣❛✐r ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ❜❡
♠✐♥✐♠✐③❡❞✳
✼✻ ❝❤❛♣t❡r✸
❯s✐♥❣ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❞❛t❛s❡ts✱ ✇❡ t❡st❡❞ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r r❡♣❛✐r
♠♦❞❡s ♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s❛♠♣❧❡s ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡❧❡❝t✐♦♥✮✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✺ ♣r♦✈✐❞❡s ❛✈❡r❛❣❡ r✉♥✲t✐♠❡s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t✐♠❡♦✉ts ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s ♦✈❡r ✷✵✵
s❛♠♣❧❡s ♣❡r ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣r❡❛ss✐❣♥❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts❀ t✐♠❡♦✉ts ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ✻✵✵ s ✐♥
❛✈❡r❛❣❡ r✉♥✲t✐♠❡s✳ ❲❡ r❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛❞♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♣❛✐r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s t❤❡r❡♦❢✿ ✢✐♣♣✐♥❣ ❡❞❣❡ ❧❛❜❡❧s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❵❡✬ ✭flip❴e✮✱ ♠❛❦✐♥❣ ✈❡rt❡①❡s ✐♥♣✉t
❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❵✐✬ ✭inp❴v✮✱ ❛♥❞ ✢✐♣♣✐♥❣ ♣r❡❛ss✐❣♥❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❵✈✬ ✭flip❴v✮✳
❲❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❛❞❞✐♥❣ ❡❞❣❡s r❡♣❛✐r ✭add❴e✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦
❧✐❡s ✐♥ ❣r♦✉♥❞✐♥❣ s✐♥❝❡ ♣❡r♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❡❞❣❡s t✉r♥s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
❣r❛♣❤ ✐♥t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧✐q✉❡ ❛t t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❧❡✈❡❧✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s✱ t❤❡ ❡❞❣❡s t❤❛t ❝❛♥ ♣♦ss✐❜❧②
❜❡ ❛❞❞❡❞ ❜② r❡♣❛✐rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ ✭s♠❛❧❧❡r✮ s❡t ♦❢ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♦♥❡s✱ ✇❤✐❝❤
r❡q✉✐r❡s ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❡✳❣✳✱ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❦♥♦✇♥ ❢♦r ♦r❣❛♥✐s♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡
✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✺✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧ r❡♣❛✐rs t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ✭✶✾✶✺ ♥♦❞❡s
❛♥❞ ✺✶✹✵ ❡❞❣❡s✮ ✇rt t✇♦ ❞❛t❛s❡ts ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✽✺✵ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ✷✵✵ s❛♠♣❧❡s ♦❢ s✐③❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✸✪✱ ✻✪✱ ✾✪✱ ✶✷✪✱ ❛♥❞ ✶✺✪ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛ ✇❡r❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s r✉♥ ✇✐t❤ ❣r♦✉♥❞❡r ❣r✐♥❣♦ ✭✷✳✵✳✸✮ ❛♥❞ s♦❧✈❡r ❝❧❛s♣ ✭✶✳✷✳✶✮
♦♥ ❛ ▲✐♥✉① P❈ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❆t❤▼P✰✶✾✵✵ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ ✹●❇ ♦❢ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✱ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛
♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ ♦❢ ✻✵✵ s❡❝♦♥❞s ♣❡r r✉♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t✐♠❡♦✉ts✳
❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✈s ❙t❛t✐♦♥❛r② ❍❡❛ts❤♦❝❦
❘❡♣❛✐r ✸✪ ✻✪ ✾✪ ✶✷✪ ✶✺✪ ✸✪ ✻✪ ✾✪ ✶✷✪ ✶✺✪
❡ ✻✳✺✽✭✵✮ ✽✳✹✹ ✭✵✮ ✶✶✳✻✵ ✭✵✮ ✶✹✳✽✽ ✭✵✮ ✷✻✳✷✵ ✭✵✮ ✷✺✳✺✹ ✭✹✮ ✹✷✳✼✻ ✭✽✮ ✺✵✳✹✻ ✭✺✮ ✻✾✳✷✸ ✭✻✮ ✽✹✳✼✼ ✭✻✮
✐ ✷✳✶✽✭✵✮ ✷✳✶✺ ✭✵✮ ✷✳✷✶ ✭✵✮ ✷✳✷✸ ✭✵✮ ✷✳✷✶ ✭✵✮ ✷✳✶✵ ✭✵✮ ✷✳✶✸ ✭✵✮ ✷✳✶✸ ✭✵✮ ✷✳✵✺ ✭✵✮ ✷✳✵✽ ✭✵✮
✈ ✶✳✹✶✭✵✮ ✶✳✹✵ ✭✵✮ ✶✳✹✵ ✭✵✮ ✶✳✹✶ ✭✵✮ ✶✳✸✼ ✭✵✮ ✶✳✹✶ ✭✵✮ ✶✳✹✼ ✭✵✮ ✶✳✹✷ ✭✵✮ ✶✳✸✼ ✭✵✮ ✶✳✸✾ ✭✵✮
❡ ✐ ✼✸✳✶✻✭✻✮ ✷✵✷✳✻✻✭✷✸✮ ✸✾✷✳✾✼ ✭✽✼✮ ✺✶✽✳✺✵✭✶✹✸✮ ✺✼✹✳✽✺✭✶✼✾✮ ✶✷✵✳✾✶✭✷✶✮ ✸✼✹✳✻✾ ✭✾✶✮ ✺✺✸✳✵✵✭✶✻✾✮ ✺✾✸✳✷✵✭✶✾✼✮ ✺✾✺✳✾✾✭✶✾✽✮
❡ ✈ ✷✽✳✺✸✭✵✮ ✽✺✳✶✼ ✭✵✮ ✶✽✾✳✷✼ ✭✶✷✮ ✸✷✼✳✾✽ ✭✸✸✮ ✹✼✵✳✹✽ ✭✽✽✮ ✻✼✳✾✷ ✭✸✮ ✷✸✻✳✵✺ ✭✸✶✮ ✹✻✺✳✾✷✭✶✵✼✮ ✺✼✾✳✽✽✭✶✼✾✮ ✺✾✻✳✶✼✭✶✾✼✮
✐ ✈ ✷✳✵✾✭✵✮ ✷✳✶✹ ✭✵✮ ✷✳✹✺ ✭✵✮ ✸✳✵✽ ✭✵✮ ✻✳✵✻ ✭✵✮ ✷✳✷✼ ✭✵✮ ✹✳✾✹ ✭✵✮ ✻✵✳✻✸ ✭✽✮ ✷✺✼✳✻✽ ✭✺✻✮ ✹✶✽✳✾✸✭✶✷✸✮
❡ ✐ ✈ ✶✸✸✳✽✹✭✽✮ ✸✾✶✳✻✵✭✼✻✮ ✺✸✽✳✾✸✭✶✺✶✮ ✺✾✸✳✸✸✭✶✾✸✮ ✻✵✵✳✵✵✭✷✵✵✮ ✷✸✷✳✷✾✭✷✻✮ ✺✹✷✳✹✽✭✶✺✷✮ ✺✾✸✳✽✽✭✶✾✺✮ ✻✵✵✳✵✵✭✷✵✵✮ ✻✵✵✳✵✵✭✷✵✵✮
✸✳✷✳✸✳✺ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r r❡♣❛✐rs
❚❤❡ ❧❛st st❡♣ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ {1,−1} ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r s♦♠❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡s
❛❢t❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❞❛t❛s❡t ✇❡r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡♣❛✐rs✳ ■♥ t❤❡ ❆❙P
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦♥s✐st❡♥t t♦t❛❧ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ✉♥✲
♥❡❝❡ss❛r②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ Π✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✭♦♣t✐♠❛❧✮ ❛♥s✇❡r s❡ts ♦❢ Π
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✸✳
❲❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ i ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ −1✱ ❛❧❧ t❤❡ ❛♥s✇❡r s❡ts ♦❢
Π ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❵❧❛❜❡❧❱✭✐✱✲✶✮✬✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ♥♦t ♣r❡❞✐❝t❡❞✱
♦♥❧② s♦♠❡ ❛♥s✇❡r s❡ts ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❵❧❛❜❡❧❱✭✐✱✲✶✮✬✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥
❵❧❛❜❡❧❱✭✐✱✶✮✬✳ ❚❤✉s✱ ♥♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣s ✇✐❧❧ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❛♥s✇❡r
✸❚❤❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ❇❛s❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ Π ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ❣r♦✉♥❞ ❛t♦♠s✳
❯s✐♥❣ ❆❙P t♦ s♦❧✈❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✼✼
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥s✇❡r s❡ts ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ Π
❘❡q✉✐r❡✿ Π✱ ❛ s❡t ♦❢ ❆❙P r✉❧❡s
❊♥s✉r❡✿ C✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥s✇❡r s❡ts ♦❢ Π
C ⇐ ❍❡r❜r❛♥❞ ❇❛s❡ ♦❢ Π
✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛♥s✇❡r s❡t X ♦❢ Π ∪ {← C.} ❞♦
C ⇐ C ∩X
❡♥❞ ✇❤✐❧❡
r❡t✉r♥ C
s❡ts✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ C ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥s✇❡r s❡t X ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✱ t❤❡
❝♦♥t❡♥ts ♦❢ C ✐s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦✈❡r ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ Π
✇✐t❤ ✐♥t❡❣r✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ← C. ♠❛❦❡s s✉r❡ t❤❛t ❛♥② r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛♥s✇❡r s❡t X ❡①❝❧✉❞❡
s♦♠❡ ❛t♦♠ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥s✇❡r s❡ts✳
❋♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❛♥ ✐♥♣✉t ♣r♦❣r❛♠ Π ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✶✮✱ ❛
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ r❡♣❛✐r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✷✮✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ r❡♣❛✐r ❡♥❝♦❞✐♥❣
✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✸✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ★minimize st❛t❡♠❡♥t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✹✳ Pr❡❞✐❝t❡❞ s✐❣♥s ❢♦r
✈❡rt❡①❡s ❛r❡ t❤❡♥ s✐♠♣❧② r❡❛❞ ♦✛ ❢r♦♠ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s labelV ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ C
✭❆❧❣✳ ✻✮ ♦❢ ❛❧❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥s✇❡r s❡ts ♦❢ Π✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r r❡♣❛✐r ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✻✳ ❲❡
♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ r✉♥✲t✐♠❡s ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛
❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✲♠✐♥✐♠❛❧ r❡♣❛✐r✱ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ ✐s ♦♥❧② r❛r❡❧② ❡①❝❡❡❞❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s
✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✲♠✐♥✐♠❛❧ r❡♣❛✐r ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✻✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r r❡♣❛✐rs t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ✭✶✾✶✺
♥♦❞❡s ❛♥❞ ✺✶✹✵ ❡❞❣❡s✮ ✇rt t✇♦ ❞❛t❛s❡ts ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✽✺✵ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ✷✵✵ s❛♠♣❧❡s
♦❢ s✐③❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✸✪✱ ✻✪✱ ✾✪✱ ✶✷✪✱ ❛♥❞ ✶✺✪ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛ ✇❡r❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞
❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s r✉♥ ✇✐t❤ ❣r♦✉♥❞❡r ❣r✐♥❣♦ ✭✷✳✵✳✸✮ ❛♥❞ s♦❧✈❡r ❝❧❛s♣ ✭✶✳✷✳✶✮
♦♥ ❛ ▲✐♥✉① P❈ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❆t❤▼P✰✶✾✵✵ ♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ ✹●❇ ♦❢ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✱ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛
♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ ♦❢ ✻✵✵ s❡❝♦♥❞s ♣❡r r✉♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t✐♠❡♦✉ts✳
❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✈s ❙t❛t✐♦♥❛r② ❍❡❛ts❤♦❝❦
❘❡♣❛✐r ✸✪ ✻✪ ✾✪ ✶✷✪ ✶✺✪ ✸✪ ✻✪ ✾✪ ✶✷✪ ✶✺✪
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✼✽ ❝❤❛♣t❡r✸
✸✳✷✳✸✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧❧②
r❡❛s♦♥ ♦✈❡r ✇❤♦❧❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♠✐♥✐♠❛❧ r❡♣❛✐rs ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
❛♥❞✴♦r ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❢✉❧❧② ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ s♦ t❤❛t ✐ts ✐♥t❡♥❞❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛ss✐❣♥s ❛ ❝❧❡❛r s❡♠❛♥t✐❝s t♦ ✭♠✐♥✐♠❛❧✮ r❡♣❛✐rs ❛♥❞
♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡♣❛✐r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s ❢♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r
❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♦♥ ❡✐t❤❡r ♦❢ ♦r ❜♦t❤ ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ r❡♣❛✐r ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡s ❬❆❇❈✾✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦
❞❛t❛ r❡♣❛✐r✳ ■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ ♦✉r
❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❜♦t❤ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
✸✳✸ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❚❉❉s ✇✐t❤ ❆❙P
❚❤❡ ❚❉❉s ❛♥❞ ❆❙P ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✳ ❚❤❡✐r ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❤♦✇ t❤❡②
❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❚❉❉s ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
✐♥ ♠❡♠♦r② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❇②
❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤✐s str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❚❉❉s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ q✉❛♥t✐❢②
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s❀ ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦✈❡r ❛
♥♦❞❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡
✇❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❛ ✰ ✈❛❧✉❡✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❆❙P ❞♦❡s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧
t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ♠❡♠♦r②✱ ❜✉t ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛s❦s ❡①✐st❡♥t✐❛❧
q✉❡st✐♦♥s ♦✈❡r ✐t✳ ❇② ❛s❦✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r q✉❡st✐♦♥s✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛❧❧ t❤❡
s♣❛❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❆❙P✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ♠❛② t❛❦❡ ❧♦♥❣❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❆❙P ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❧❛r❣❡r s✐③❡ ✭✇✐t❤♦✉t
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣✮✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ❡♥❧❛r❣❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❡st✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❛s❦❡❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛♥ ❞❡s✐❣♥✳
❙✐♥❝❡ ❆❙P ✐s ❛ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ♣r♦❣r❛♠s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✭❛♥❞ s♦❧✈❡❞✮ ✐♥
❛♥ ❡❛s✐❡r ✇❛②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ ♥♦❞❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥✉❧❧✲
✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ r✉❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ■♥ t❤❡ ❚❉❉s ❛♣♣r♦❛❝❤✱
t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② s❡✈❡r❛❧ ♣❛rts ♦❢ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
❛ tr✐✈✐❛❧ t❛s❦ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ✉s❡r✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧
✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✱ t❤❛t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❆❙P✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❝✉rr❡♥t ❛♥❛❧②s❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s✱ ✇❤❡r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❝❛♥
❜❡ ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ♦♥❧② ❜② ♣r♦❣r❛♠s ❜❛s❡❞
♦♥ ❚❉❉s✳
❇♦t❤✱ ❚❉❉s ❛♥❞ ❆❙P✱ ♦✛❡r ❛ ♣r♦❣r❛♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❤❡r
s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❛❧②s❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t ✉s❡ ❜♦t❤
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r ♦✉r s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦
❜❡t✇❡❡♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ✇✐❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♣r♦❣r❛♠s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✉♥❞❡r ❚❉❉s ❛♥❞ ❆❙P ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❡♥❞❧❡ss❧②✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❞❛t❛ ♣❡rs✐st✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧
❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❚❉❉s ✇✐t❤ ❆❙P ✼✾
❜❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✼ ✇❡ s❤♦✇ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❉❉s ❛♥❞✴♦r ❆❙P✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✼✿ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❉❉s ❛♥❞✴♦r ❆❙P✳
❋✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❚❉❉s ❆❙P ❈♦♠♠❡♥t
❈♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ • • ✲









❈♦st❧② ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ♥❡t✇♦r❦s
✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵✵ ♥♦❞❡s✳
■♥❢❡rr✐♥❣ ❚❋ r♦❧❡s ✐♥
• •
❆❧t❤♦✉❣❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♦♥❧②
✉♥s✐❣♥❡❞ ♥❡t✇♦r❦s ❆❙P ❝❛♥ ♣r❡❞✐❝t ❡①❛❝t❧② ❛❧❧ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❆❙P ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛










❲❡❜ s❡r✈✐❝❡ • •
❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦✱ ❛ ❞✐❛❣♥♦s✐s✱ ❛♥❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❛❧❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ ❆❙P
❲❡❜ s❡r✈✐❝❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ✜♥❞✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ❛❧❧
✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳
❆♥❛❧②s✐s ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ •
■t ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦✱ ❛ ❞✐❛❣♥♦s✐s✱ ❛♥❞




▼❛♥② ❡✛♦rts ✇❡r❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✱
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❛s ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝ t♦♦❧s✳ ■♥
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤r❡❡ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝ t♦♦❧s t❤❛t ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s
t❤❡s✐s ✉s✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❚❉❉ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡s❡ t♦♦❧s ❛r❡ ❛♥ ♦♥✲❧✐♥❡ ❲❡❜s✐t❡
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s❡s✱ ❛ ❈②t♦s❝❛♣❡ ♣❧✉❣✐♥ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ❛♥❛❧②s❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❲❡❜
s❡r✈✐❝❡ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥t♦ ♦t❤❡r ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝ t♦♦❧s✳ ❆❧❧ t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡♠ ✉s❡ t❤❡
●❡♥❖✉❡st ❬❣❡♥❪ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❜✐❣❣❡st ❡✛♦rt ✐♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝
❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡s❡ t♦♦❧s ✇❛s t❤❡ s❡tt✐♥❣ ✉♣ ♦❢ t❤❡ ❈②t♦s❝❛♣❡ ♣❧✉❣✐♥✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ♦❢ ✇❤✐❝❤
✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r❀ ✇❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❬●❇▼❙✵✾❪✳
✹✳✶ ❲❡❜s✐t❡
❚❤❡ ✜rst ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝ t♦♦❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❛s ❛♥ ♦♥✲❧✐♥❡ ❲❡❜s✐t❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ✇✇✇✳✐r✐s❛✳❢r✴
s②♠❜✐♦s❡✴❜✐♦q✉❛❧✐✴✳ ❚❤✐s ❲❡❜s✐t❡ ❛❝❝❡♣ts ❛s ✐♥♣✉t ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛s❡t ❝♦❞❡❞ ❛s
t❡①t ✜❧❡s✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✜❧❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t ❵❆ ✲❃ ❇ ❬✰⑤❂⑤❄❪✬✱ ✇✐t❤ ♦♥❡
❧✐♥❡ ♣❡r ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss❡s t❤❛t ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝t ❆ r❡❣✉❧❛t❡s ❇ ❛s ❛♥
❛❝t✐✈❛t♦r✱ r❡♣r❡ss♦r✱ ♦r ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛♥♥❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ✜❧❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t ❵❆ ❂ ❬✰⑤✲❪✬✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❧✐♥❡ ♣❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss❡s t❤❛t ❛
♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝t ❆ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❜❡ ✉♣✲ ♦r ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t②♣❡s
♦❢ r❡s✉❧ts ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛r❡✿
❼ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t✳
❼ ❋✐rst ❞✐❛❣♥♦s❡✱ ✇❤❡♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳
❼ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐st❡♥t✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❣r❛♣❤ P②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ ✇❡❜ ❢♦r♠ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡
●❡♥❖✉❡st ❲❡❜ s❡r✈❡r ❬❣❡♥❪✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛r❡ r✉♥ ♦♥ t❤❡




❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❆ ✉s❛❣❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ♦♥✲❧✐♥❡ ✇❡❜ ❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❧❡❢t s❝r❡❡♥s❤♦t s❤♦✇s
t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ✜♥✐s❤❡❞ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r✲r✐❣❤t ✐♠❛❣❡✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐ts❡❧❢ ✇❛s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✇❛s
✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇rt t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t r❡❣✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
❛ ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❧❛✉♥❝❤ ♦♥❝❡ ♠♦r❡
t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤✐s t✐♠❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t ✐♠❛❣❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤
❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts ✭♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✮ ✐s ❧✐st❡❞✳
✹✳✷ ❈②t♦s❝❛♣❡ ♣❧✉❣✐♥
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♣❧✉❣✐♥ ❢♦r t❤❡ ❈②t♦s❝❛♣❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❬❙▼❖+✵✸❪✱ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❛✉✲
t♦♠❛t✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❇✐♦◗✉❛❧✐ ♣❧✉❣✐♥ ❡♥❤❛♥❝❡s ✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧②
❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✮ ✐♥t♦ s✐❣♥❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞
❣r❛♣❤s✳ ❇✐♦◗✉❛❧✐ ♣❡r❢♦r♠s ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❣❧♦❜❛❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝ts
✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✉♣ ♦r ❞♦✇♥ r❡❣✉❧❛t❡❞ ✭❛❝t✐✈❡ ♦r ✐♥❛❝t✐✈❡✮ t♦ ❣❧♦❜❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ■t ❤✐❣❤❧✐❣❤ts ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❣❡♥❡
❈②t♦s❝❛♣❡ ♣❧✉❣✐♥ ✽✸
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❞♦ ♥♦t ❣❧♦❜❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡❞
❜② t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❇✐♦◗✉❛❧✐ ♣❧✉❣✐♥ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ✐♥ s✐❧✐❝♦ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢
❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② t♦♦❧s ♦❢ t❤❡ ❈②t♦s❝❛♣❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆s ❛ ♠❛✐♥ ❢❡❛✲
t✉r❡✱ t❤❡ ♣❧✉❣✐♥ ❣✉✐❞❡s ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ❜② ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ r❡❣✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ♠❡r✐t s♣❡❝✐✜❝ st✉❞②✳
✹✳✷✳✶ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❚❤❡ ❇✐♦◗✉❛❧✐ ♣❧✉❣✐♥ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❏❛✈❛✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈②t♦s❝❛♣❡ ❆P■✱ ❛♥❞ ✉s❡s t❤❡
❘❊❙❚ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧ st②❧❡✳ ❇② ❞❡❢❛✉❧t✱ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉s❡s ❛♥ ✉♥❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡❞
❍❚❚P ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ●❡♥❖✉❡st ❲❡❜ s❡r✈❡r ❬❣❡♥❪✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s
❢❛st r❡♠♦t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦◗✉❛❧✐ ♣❧✉❣✐♥ ♦♥ t❤❡ ●❡♥❖✉❡st
❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ●❡♥❖✉❡st ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❝♦♥s✐sts
♦❢ ✸✷ ❆▼❉ ❖♣t❡r♦♥ ❜✐✲♣r♦❝❡ss♦r ♥♦❞❡s ✭❙✉♥ ❱✷✵❩✮ ✇✐t❤ ✹●❇ ♦❢ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r② ❡❛❝❤
❛♥❞ ❛ ❥♦❜ s✉❜♠✐ss✐♦♥ s❡r✈❡r✱ ❙●❊✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛♥❛❣❡s ❛❝❝❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣❧✉❣✐♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❈②t♦s❝❛♣❡ ♣❧✉❣✐♥ ✇❡❜s✐t❡✱ ✉♥❞❡r
t❤❡ P❧✉❣✐♥✴❆♥❛❧②s✐s s❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ♣❛❝❦❛❣❡❞ ❛s ❛ ❥❛r ✜❧❡ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥
t❤❡ ❈②t♦s❝❛♣❡ ♣❧✉❣✐♥s ❞✐r❡❝t♦r②✳ ■t ✐s ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛t❡st ❈②t♦s❝❛♣❡ ❆P■ ✭✈❡r✲
s✐♦♥ ✷✳✻✮✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈②t♦s❝❛♣❡ ♣❧✉❣✐♥ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s②st❡♠✱
s❡❧❡❝t✐♥❣ ✧❇✐♦◗✉❛❧✐P❧✉❣✐♥ ✈✳✶✳✶✧ ❢r♦♠ t❤❡ ❆♥❛❧②s✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❇✐♦✲
◗✉❛❧✐ ♣❧✉❣✐♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈✐❛ ❏❛✈❛ ❲❡❜ ❙t❛rt ✭s❡❡ ❬❜✐♦❪✮✳ ❉♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t✉t♦r✐❛❧
❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤✐s ♣❧✉❣✐♥ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐r✐s❛✳❢r✴s②♠❜✐♦s❡✴♣r♦❥❡❝ts✴
❜✐♦q✉❛❧✐❈②t♦s❝❛♣❡P❧✉❣✐♥✴✳
✹✳✷✳✷ ❇✐♦◗✉❛❧✐ ♣❧✉❣✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s
■♥♣✉t
❚❤❡ ❇✐♦◗✉❛❧✐ ♣❧✉❣✐♥ r❡❝❡✐✈❡s t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✐♥♣✉t✿ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ❛ r❡❣✉❧❛✲
t♦r② ♥❡t✇♦r❦✳ ❇✐♦◗✉❛❧✐ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❜❛❝t❡✲
r✐❛❧ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ❊✳ ❝♦❧✐ ❬❙●❈P●❛❧✳✵✻❪ ❛♥❞ ❈♦r②♥❡❜❛❝t❡r✐✉♠
❬◆❇❆+✵✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥② t②♣❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ❛♥ ❛♥♥♦✲
t❛t✐♦♥ ✜❧❡ ✇✐t❤ ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s ✜rst ✐♠♣♦rt❡❞ t♦ ❈②t♦s❝❛♣❡✳ ❚❤❡ ♣❧✉❣✐♥ ♣r♦✈✐❞❡s
❛ ✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❛❜❡❧s ❛s {+,−,&, ?} r❡❣✲
✉❧❛t✐♦♥ t②♣❡s✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥
❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❚❤❡ {+,−} t②♣❡s r❡♣r❡s❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❛♠♦♥❣ ♥❡t✇♦r❦
♣r♦❞✉❝ts✱ t❤❡ ✬✫✬ ✐s ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ❆◆❉ ❛♠♦♥❣ s✐❣♥s ✭t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡
♦♥❧② ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ✐t r❡❝❡✐✈❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✬❄✬ r❡♣r❡s❡♥ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
✇✐t❤ ✉♥❝❧❛ss✐✜❛❜❧❡ ❡✛❡❝ts ✭❡✐t❤❡r ✉♥❦♥♦✇♥ ♦r ❝♦♥t❡①t✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐❣♥✮✳
❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ t❤❡ ♣❧✉❣✐♥ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♥❡t✇♦r❦
✐♠♣♦rt ♣❧✉❣✐♥s✿ t❤❡ ✉s❡r ♠❛② ✉s❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦r②♥❡❘❡❣◆❡t
❈②t♦s❝❛♣❡ ♣❧✉❣✐♥ ❬❇❆✵✽❪ ♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt t❤❡ ❧❛t❡st ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇
❞❛t❛❜❛s❡ ❬❙●❈P●❛❧✳✵✻❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳
✽✹ ❝❤❛♣t❡r✹
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡ ♦r ♣r♦t❡✐♥ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s r❛✇ ♥✉♠❜❡rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❆ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❧✉❣✐♥ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ✉s❡r t♦ ❝❧❛s✲
s✐❢② t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛s ✉♣✲ ♦r ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞ {+,−} ✉s✐♥❣ ❛ ❝❤♦s❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡
❞❛t❛s❡t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ❛s ❛ ❈②t♦s❝❛♣❡ ♥♦❞❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ✜❧❡ ✭✳◆❆✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❡rt❛✐♥
♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❛s ✰ ♦r ❂✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡✳
❖✉t♣✉t
❚❤❡ ♣❧✉❣✐♥ ♦✉t♣✉ts ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❢t❡r ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝②✿
❛ ❧✐st ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ✭▲■✮✱ ❛ ❧✐st ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ✭●■✮✱ ♦r ❛ ❧✐st ♦❢ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst r❡s✉❧t ✭▲■✮ ✐s ♦✉t♣✉tt❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r❡s❡♥ts ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿ ✏❆ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❛❝t✐✈❛t♦r ♦❢ ❇✱ ❆ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜✉t ❇ ❞❡❝r❡❛s❡s✑✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
t②♣❡ ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✭●■✮✱ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡❝t✱ ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡✿ ✐t ✐s s❤♦✇♥
❛s ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ✐ts ♥♦❞❡s ♦r ❡❞❣❡s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❡✈❡♥ts ❛t
❝❡rt❛✐♥ st❡♣s ✭s❡❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✷❇✮✳ ❚❤❡
♣❧✉❣✐♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② r❡tr✐❡✈❡s ❛❧❧ t❤❡ s✉❜♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛r❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❛t❛s❡t ✭✐t❡r❛t✐✈❡❧②✱ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ●■ ❛r❡ ✜①❡❞ t♦ ✬❄✬ ❛♥❞ ❛ ♥❡①t
●■ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✮✳ ❋♦r t❤❡ t❤✐r❞ t②♣❡ ♦❢ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣❧✉❣✐♥ ♦✉t♣✉ts ❛ ❧✐st ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
✇❤❡♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✿ ✐t s❤♦✇s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✲
✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥❢❡rr❡❞ ❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳
✹✳✷✳✸ ❚❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛
❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❇✐♦◗✉❛❧✐ ♣❧✉❣✐♥ ✐s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧❧② ✐❧❧✉s✲
tr❛t❡ t❤❡ ✉s❡r ❤♦✇ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r②
♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s t❛s❦ ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❛♥❞ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❉❉s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥
❋✐❣✳ ✹✳✷ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦◗✉❛❧✐ ♣❧✉❣✐♥✳ ●✐✈❡♥ ❛
❦♥♦✇♥ ✭s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❡❞✮ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱
t❤❡ ♣❧✉❣✐♥ r❡❛s♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐ts ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ■♥
❋✐❣✳ ✹✳✷❆ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s♠❛❧❧ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✳ ▲❡t ✉s s❛②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❛t rpsP
❛♥❞ rpmC ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞❀ ✇❡ t❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t✱ ❛s fnr ✐s t❤❡ ♦♥❧②
✐♥❤✐❜✐t♦r ♦❢ rpsP ✱ fnr s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞✳ ■❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r
r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t arcA s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱
✇❡ ♦❜s❡r✈❡ rpmC ❛s ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ✐♥❤✐❜✐t♦r ✐s ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ✐ts
❛❝t✐✈❛t♦r ✐s ✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞❀ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t rpmC ✐s ✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞✱ ②❡t ✐ts ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ❝❤❛♥❣❡ t❡❧❧s ✉s ♦♣♣♦s✐t❡❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
❞❛t❛ ✭❋✐❣✳ ✹✳✷❇✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✱ ✐✳❡✳ rpsP
✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ rpmC ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞✱ ❧❡❛❞s ✉s t❤r♦✉❣❤ ❛♥♦t❤❡r ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❛t❤✱ ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ {+,−} ❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ t♦ fnr ❛♥❞ arcA
t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②✳ ❚❤✐s ✉♥✐q✉❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
✭❋✐❣✳ ✹✳✷❈✮✳
❈②t♦s❝❛♣❡ ♣❧✉❣✐♥ ✽✺
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❱✐s✉❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛✳ ❆✳ ❙✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✳
❆rr♦✇s ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❵−>✬ ♦r ❵−|✬ r❡♣r❡s❡♥t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇✳ ❉❡t❡❝t✐♦♥
♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇❤❡♥ rpsP ❛♥❞ rpmC ❛r❡ ❜♦t❤ ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❜❡ ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞✳ ❙t❡♣
✶✱ rpsP ✬s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐ts ♦♥❧② ✐♥❤✐❜✐t♦r ❤❛s t♦ ❜❡ ✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ✭fnr = ✰✮❀ ❙t❡♣
✷✱ fnr✬s ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐ts ♦♥❧② ✐♥❤✐❜✐t♦r ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ✭arcA = ❂✮❀
❙t❡♣ ✸✱ t❤❡s❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ rpmC✬s ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐ts ❛❝t✐✈❛t♦r ✭fnr✮ ✐s
✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ✐ts ✐♥❤✐❜✐t♦r ✭arcA✮ ✐s ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞✳ ❈✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ rpsP ✐s ♦❜s❡r✈❡❞
t♦ ❜❡ ✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ rpmC✱ ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞✳ rpsP ✬s ✐♥❤✐❜✐t♦r ✭fnr✮ ✐s ✜①❡❞ t♦ ❵❂✬ t♦ ❡①♣❧❛✐♥
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ rpsP ✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r✱ arcA ✐s ✜①❡❞ t♦ ❵✰✬✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✉♥✐q✉❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s②st❡♠ ✇❤❡r❡ fnr = ❂ ❛♥❞ arcA = ✰ ❛r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
✹✳✷✳✹ ❈❛s❡ st✉❞② ✕ ❊✳ ❝♦❧✐ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦
❚❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ❞❛t❛❜❛s❡ ❬❙●❈P●❛❧✳✵✻❪ ♦♥ ◆♦✈❡♠✲
❜❡r ✷✵✵✽✳ ■t ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ 3250 ❚❋✲❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤r❡❡ t②♣❡s✿
❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ r❡♣r❡ss✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡✛❡❝t❀ ✇❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✰✱ ❂✱ ❛♥❞ ❄ s✐❣♥s
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡s❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦◗✉❛❧✐ ♣❧✉❣✐♥✱ ✇❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞
❛ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✸❆✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t t❤✐s
✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇❡ ❛❞❞❡❞ t❤❡ ❙✐❣♠❛✲❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✭❛❧❧ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s✮✱ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ 5140 r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❧❛r❣❡r ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s ❣❧♦❜❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ♠❡❛♥✐♥❣
t❤❛t ✐t ♠❛② ❡♥t❛✐❧ st❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✇❤❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ✐t✳
❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❞❛t❛s❡t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✹✺ ♣r♦t❡✐♥s✴❣❡♥❡s ✇❡r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ❛s
❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ✭✰✮ ♦r r❡♣r❡ss✐♥❣ ✭❂✮ ❞✉r✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t❀ ✐t ✇❛s ❛
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❛t❛s❡t s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡✲♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s
❞❛t❛s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳
✹✳✸❇✮✳ ❲❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐t ❜② ❛❞❞✐♥❣ t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♠❛ ❢❛❝t♦r ❘♣♦❉
t♦ ihfA ❛♥❞ ihfB ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ r❡❝❡♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❊✳ ❝♦❧✐ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s
❬❋●❆P❚◗❈❱✵✽❛❪✳ ❚❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❡♣r❡ss❡❞ ✭❂✮ ❡✛❡❝t
♦❢ ihfA✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞❛t❛s❡t r❡✢❡❝t❡❞ ✹✾✽
♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✳✹✮✳
✽✻ ❝❤❛♣t❡r✹
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ▲✐st ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆✳ ❚❤❡
✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♣♣❡❛rs ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦
❛s ihfA ❛♥❞ ihfB ❣❡♥❡s ❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ■❍❋✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡r❡❣✉❧❛t❡s t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡s❡ ❣❡♥❡s✳ ❇✳ ❚❤✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❛❢t❡r ❝♦♥❢r♦♥t✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ 45 ❧✐t❡r❛t✉r❡✲
❝✉r❛t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ r❡❞
❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❜♦r❞❡rs r❡❢❡r t♦ ✰ ❛♥❞ ❂ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♣♣❡❛rs s✐♥❝❡ ♥♦ ♣♦ss✐❜❧❡
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡①✐sts ❢♦r t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❤✐❢t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ihfA ❡①♣r❡ss✐♦♥✿ ihfA ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞
❜② ❘♣♦❙ ❛♥❞ r❡♣r❡ss❡❞ ❜② ■❍❋❀ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❘♣♦❙ ✇❛s ✐♥❢❡rr❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡
✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ fic✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ■❍❋ ✇❛s ✐♥❢❡rr❡❞ t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
ihfA ❛♥❞ ihfB✮❀ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡s❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❝❛♥♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ihfA✳
✹✳✸ ❲❡❜ s❡r✈✐❝❡
❚❤❡ ❈♦r②♥❡❘❡❣◆❡t ♣❧❛t❢♦r♠ ❬❇❲❘+✵✼❪ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛❝t❡r✐❛❧ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❛t ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡✱ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ❞✐✛❡r❡♥t
t②♣❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②s❡s r❡❛❞② t♦ ❜❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡rs ❞❛t❛✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱
t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ t♦♦❧✱ ❈❖▼❆ ❬❇❆✵✽❪✱ t❤❛t ❛✉t♦♠❛t✐③❡s t❤❡ ❝♦♥❢r♦♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛❞ t♦ ♠❛❦❡
❇✐♦◗✉❛❧✐ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ❛ ❲❡❜ s❡r✈✐❝❡✱ ✇❛s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐t ✐♥ ❛ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ ✐♥
t❤❡ ❈♦r②♥❡❘❡❣◆❡t ♣❧❛t❢♦r♠✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ t♦♦❧✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦
♣❡r❢♦r♠ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s❡s ✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳
❚❤❡ ❇✐♦◗✉❛❧✐ ❲❡❜ s❡r✈✐❝❡ ♠❛❦❡s t❤❡ ❇✐♦◗✉❛❧✐ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✈✐❛ ❙❖❆P
r❡q✉❡sts✳ ❇② ✉s✐♥❣ ✐t✱ ✉s❡rs ❝❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❇✐♦◗✉❛❧✐ ❢r♦♠ t❤❡✐r ♦✇♥ t♦♦❧s ♦r
❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❆❧❧ r❡q✉❡sts ❛r❡ r✉♥ ♦♥ t❤❡ ●❡♥❖✉❡st ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t②
❬❣❡♥❪✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ✇❡❜ s❡r✈✐❝❡ ✐s✿ ✭✶✮ ❛ ❧✐st ♦❢ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
❛♥❞ ❞❛t❛s❡t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✭✷✮ ❛ ❧✐st ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ❡❛s②✲t♦✲
❞❡t❡❝t ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✐♦♥s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✭✸✮ ❛ ❧✐st ♦❢ ❣❧♦❜❛❧
✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✱ ✭✹✮ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ ✭✺✮ ❛ ❧✐st ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✱ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡✲t✐♠❡✲
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✇rt ❛ ❞❛t❛s❡t✳
❆❧❧ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐♦◗✉❛❧✐ ❲❡❜ s❡r✈✐❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t✿ ❤tt♣✿✴✴
❣❡♥♦✇❡❜✷✳✐r✐s❛✳❢r✴❝❧❛r♦❧✐♥❡✴✐♥❞❡①✳♣❤♣❄❝❛t❡❣♦r②❂◆❊❚❲❖❘❑❙❀ ❛❧s♦✱ ❛♥ ♦♥✲❧✐♥❡ ❛❝✲
❝❡ss t♦ ✐t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛t✿ ❤tt♣✿✴✴♠♦❜②❧❡✳❣❡♥♦✉❡st✳♦r❣✴❝❣✐✲❜✐♥✴▼♦❜②❧❡✴♣♦rt❛❧✳♣②❄
❢♦r♠❂❜✐♦q✉❛❧✐✳
❲❡❜ s❡r✈✐❝❡ ✽✼
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ♣❧✉❣✐♥ ✐♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝②❛♥ ❝♦❧♦r❡❞ ♥♦❞❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥❢❡rr❡❞ ❛s {+,−} ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ 45 ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ♣❧✉❣✐♥ ❧✐sts ✹✾✽ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❘❡s✉❧ts P❛♥❡❧❀
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡♠ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❉❛t❛ P❛♥❡❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠✱ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s ✐♠❛❣❡✱ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❝♦r♥❡r ✇❡ s❡❡
t❤❡ ❇✐♦◗✉❛❧✐ ♣❧✉❣✐♥ ✇✐♥❞♦✇ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♣t✐♦♥s t❤❛t ✐t ♣r♦✈✐❞❡s✳
✽✽ ❝❤❛♣t❡r✹
❈❤❛♣t❡r ✺
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❇❛❝t❡r✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s
❚❤❡ ❜❛❝t❡r✐✉♠ ❊s❝❤❡r✐❝❤✐❛ ❝♦❧✐ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st✲st✉❞✐❡❞ s✐♥❣❧❡✲❝❡❧❧❡❞ ♦r❣❛♥✐s♠s✳ ■ts
❣❡♥❡t✐❝ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❜② ❛ ✇✐❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❛s
❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡s s✉❝❤ ❛s ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✷ ❛♥❞ ✸ t♦ t❤✐s ❜❛❝t❡r✐❛✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡
✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦✉t♣✉t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤✐s ♦r❣❛♥✐s♠✳ ❲❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥
❬●❱❇+✵✼❪✱ ❬❱●▲❇+✵✽❪✱ ❛♥❞ ❬●●❘❙✵✾❪✳
✺✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ s✐❣♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤
❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❜❛❝t❡r✐❛ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥
t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ ❊❝♦❈②❝ ❬❑❈❱●❈+✵✺❪ ❛♥❞ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ❬❙●❈P●❛❧✳✵✻❪ ✐s ❝✉rr❡♥t❧②
t❤❡ ❧❛r❣❡st ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❛ ❜❛❝t❡r✐❛❧ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❜♦t❤
❞❛t❛❜❛s❡s ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ s✐♥❝❡ ✷✵✵✺✳ ■t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❘❡❣✉❧♦♥❉❇
❛s ♣❧❛✐♥ t❡①t ✜❧❡s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡
✐♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ r❡❣✉❧❛t♦r② ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡
❣r❛♣❤ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t✇♦ ✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ❲❡❜s✐t❡✿
❼ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✲❊❝♦❈②❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❡t ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤✐s ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s✿ ✭✐✮ t❤❡ ♥❛♠❡
♦❢ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♣r♦t❡✐♥✱ ✭✐✐✮ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ❣❡♥❡✭s✮✱ ✭✐✐✐✮ t❤❡ r❡❣✉❧❛t❡❞
❣❡♥❡✱ ❛♥❞ ✭✐✈✮ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❚❋ ♦✈❡r t❤❡ r❡❣✉❧❛t❡❞ ❣❡♥❡✿ ❛❝t✐✈❛t♦r✱
r❡♣r❡ss♦r✱ ♦r ❜♦t❤✳ ❚❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥s t❤❛t r❡❣✉❧❛t❡ ❛ ❣❡♥❡✱ ❛♥❞
t❤❡ ❣❡♥❡ t❤❛t s②♥t❤❡s✐③❡s t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♣r♦t❡✐♥✳
❼ ●❡♥❡s tr❛♥s❝r✐❜❡❞ ❜② s✐❣♠❛✲❢❛❝t♦rs✳ ❚❤✐s ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s✐❣♠❛✲❢❛❝t♦rs ♦❢ ❊✳ ❝♦❧✐ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛♥s❝r✐❜❡❞ ❣❡♥❡s✳ ❙✐❣♠❛✲❢❛❝t♦rs
❛ss♦❝✐❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ Pr♦❦❛r②♦t✐❝ ❘◆❆ ♣♦❧②♠❡r❛s❡✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ✐t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
♣r♦♠♦t❡r r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ σ✲❢❛❝t♦r ❤❛s ✐ts ♦✇♥ s♣❡❝✐✜❝✐t②✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥
♦❢ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡ts ♦❢ ❣❡♥❡s✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✇❡ ❧✐st t❤❡ s❡✈❡♥ σ✲❢❛❝t♦rs
♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❜❛❝t❡r✐❛✳ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ σ✲❢❛❝t♦rs ✐♥ ❜❛❝t❡r✐❛ ✐s ❛❧s♦ r❡❣✉❧❛t❡❞ ❛♥❞
✽✾
✾✵ ❝❤❛♣t❡r✺
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ r❡❝❡✐✈❡ ♣♦st✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❝❡❧❧✱ s✉❝❤ ❛s st❛r✈❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ s✐❣♥❛❧s✱ s✉❝❤ ❛s ❡①tr❡♠❡
❤❡❛t✱ ❝❛♥ tr✐❣❣❡r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ σ✲❢❛❝t♦rs✳
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❙✐❣♠❛ ✭σ✲✮❢❛❝t♦rs ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❜❛❝t❡r✐❛
Pr♦t❡✐♥ ●❡♥❡ ❋✉♥❝t✐♦♥
σ70 r♣♦❉ ❚r❛♥s❝r✐❜❡s ♠♦st ❣❡♥❡s ✐♥ ❣r♦✇✐♥❣ ❝❡❧❧s
σ38 r♣♦❙ ❚❤❡ st❛r✈❛t✐♦♥✴st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡ s✐❣♠❛✲❢❛❝t♦r
σ28 r♣♦❋ ❚❤❡ ✢❛❣❡❧❧❛r s✐❣♠❛✲❢❛❝t♦r
σ32 r♣♦❍ ❚❤❡ ❤❡❛t s❤♦❝❦ s✐❣♠❛✲❢❛❝t♦r
σ24 r♣♦❊ ❚❤❡ ❡①tr❛❝②t♦♣❧❛s♠✐❝ str❡ss s✐❣♠❛✲❢❛❝t♦r
σ54 r♣♦◆ ❚❤❡ ♥✐tr♦❣❡♥✲❧✐♠✐t❛t✐♦♥ s✐❣♠❛✲❢❛❝t♦r
σ19 ❢❡❝■ ❚❤❡ ❢❡rr✐❝ ❝✐tr❛t❡ s✐❣♠❛✲❢❛❝t♦r
❖♥❧② t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❣❡♥❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡①✐st ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✇✐t❤ ♦t❤❡r ❣❡♥❡s✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✜❧❡s ♦❢ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥s ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ✇❡ ❜✉✐❧t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❜❛❝t❡r✐❛ ✉s✐♥❣ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r❡❞ ✐♥ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✳
✺✳✶✳✶ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✲ ♦♥❧② tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s
❋r♦♠ t❤❡ ✜❧❡ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✲❊❝♦❈②❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❡ ❜✉✐❧t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐
♥❡t✇♦r❦ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❵A→ B sign✬✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ sign ✐s t❤❡ r♦❧❡
♦❢ t❤❡ ❚❋ r❡❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡✳ ■ts ✈❛❧✉❡ ✐s ✐♥ {✰,❂, ❄} ♠❡❛♥✐♥❣✿ ❛❝t✐✈❛t♦r✱ r❡♣r❡ss♦r✱
♦r ❞✉❛❧ ♦r ❝♦♠♣❧❡① ❡✛❡❝t✳ A ❛♥❞ B ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❣❡♥❡s ♦r ♣r♦t❡✐♥s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s✿
❼ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❵genA → genB sign✬ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞ ✇❤❡♥ ♣r♦t❡✐♥ ❆✱ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❜②
❣❡♥❆✱ ✇❛s t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦r r❡❣✉❧❛t✐♥❣ ❣❡♥❇✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② r♦❧❡ ♦❢ t❤❡
tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② sign✱ ✇❤✐❝❤ ✈❛❧✉❡ ✐s ✐♥ {✰,❂, ❄} ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶❆✮✳
❼ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❵TF → genB sign✬ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❚❋ ✇❛s ❛♥ ❤❡t❡r♦❞✐♠❡r ♣r♦t❡✐♥✲
❝♦♠♣❧❡① r❡❣✉❧❛t✐♥❣ ❣❡♥❇✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② r♦❧❡ ♦❢ ❚❋ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② sign✱ ✇❤✐❝❤ ✈❛❧✉❡
✐s ✐♥ {✰,❂, ❄} ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶❇✮✳ ❚❤❡r❡ ✇❡r❡ ❢♦✉r ♣r♦t❡✐♥✲❝♦♠♣❧❡①❡s ✐♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐
❚❘◆ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✿ ■❍❋✱ ❍❯✱ ❘❝s❇✱ ❛♥❞ ●❛t❘✳
❼ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❵genA→ TF ✰✬ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❚❋ ✇❛s ❛♥ ❤❡t❡r♦❞✐♠❡r ♣r♦t❡✐♥✲
❝♦♠♣❧❡① s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❜② ❣❡♥❆ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶❇✮✳
❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r ❊✳ ❝♦❧✐ ✐s ♦♥❧② ❜✉✐❧t ❢r♦♠ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❛♥❞ s✐❣♥❛❧s ✇❡r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ✜rst r❡s✉❧t❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✱ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ♦♥ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✻✱ ❤❛❞ ✶✷✺✽ ♥♦❞❡s
✭❣❡♥❡s ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥✲❝♦♠♣❧❡①❡s✮ ❛♥❞ ✷✺✷✻ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❋✐❣s✳ ✺✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡
❛ ♣❛rt✐❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s ❣r❛♣❤✳
❈♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ s✐❣♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✾✶
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❣❡♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❆✳ ◆❡❣❛t✐✈❡ r❡❣✉✲
❧❛t✐♦♥ ✭r❡♣r❡ss✐♦♥✮ ♦❢ ❣❡♥❡ fiu ❜② t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦r Fur r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❵fur → fiu −✬
✐♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❇✳ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡s ihfA ❛♥❞ ihfB ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✲
❝♦♠♣❧❡① ■❍❋ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❵ihfA → IHF +✬ ❛♥❞ ❵ihfB → IHF +✬✳ P♦s✐t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❣❡♥❡ aceA ❜② t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ■❍❋ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❵IHF → aceA +✬ ✐♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ P❛rt✐❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐ts ❚❘◆✳ ❘❡❣✉❧❛t❡❞ ❣❡♥❡s
❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ❜❧✉❡ ♦✈❛❧s✱ ❚❋s ❛s ❣r❡❡♥ ♦✈❛❧s✱ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❚❋s ❛s ②❡❧❧♦✇ r❡❝t❛♥❣❧❡s✳ ●r❡❡♥ ✭r❡s♣✳
r❡❞✮ ❡❞❣❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✭r❡s♣✳ r❡♣r❡ss✐♦♥s✮❀ ❜❧✉❡ ❛rr♦✇s r❡♣r❡s❡♥t ❞✉❛❧ ♦r ❝♦♠♣❧❡①
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢♦r ✐ts ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❬▼❑❉+✵✹✱ ▼❆❈❱✵✸❪✳
■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹ ✇❡ s❤♦✇ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ❛♥❞ s✉❝❝❡ss♦rs
❜② ❣❡♥❡ t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦✳ 87% ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s r❡❣✉❧❛t❡❞
❜② t❤❡ 23% t❤❛t r❡♠❛✐♥s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❤♦❧❞s ❛ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆♠♦♥❣
t❤✐s ✷✸✪ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡♥ r❡❣✉❧❛t♦r② ♣r♦t❡✐♥s t❤❛t ❞✐r❡❝t❧② r❡❣✉❧❛t❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ 80 ❣❡♥❡s
❡❛❝❤ ♦♥❡✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❣❧♦❜❛❧ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ❛r❡✿ ❈❘P✱ ❋◆❘✱ ■❍❋✱ ❋■❙✱
❆r❝❆✱ ◆❛r▲✱ ❛♥❞ ▲r♣✳ ❆♥♦t❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ✐s t❤❛t ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❝❡rt❛✐♥
♥❡t✇♦r❦ ♠♦t✐❢s ❬❙❖▼▼❆✵✷❪✱ s✉❝❤ ❛s ❢❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ ❧♦♦♣s ❛♥❞ r❡❣✉❧♦♥s✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t❧② ❜❡✐♥❣ ✉♣❞❛t❡❞✱ t❤✉s✱ ♥❡✇ r❡❣✉✲
❧❛t♦r② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r ❡❛❝❤ ②❡❛r✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ✷✵✵✻ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐
❚❘◆✳ ❲❡ ❤❛✈❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜✉✐❧t t✇♦ ♠♦r❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
st❡♣s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❣r❛♣❤s ✇❡r❡ ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✾✷ ❝❤❛♣t❡r✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ●❧♦❜❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ♦♥ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✻✳ ■t ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ 1258 ♥♦❞❡s ❛♥❞ 2526 ❡❞❣❡s✳ ❘❡❣✉❧❛t❡❞ ❣❡♥❡s ❛r❡
s❤♦✇♥ ❛s ❜❧✉❡ ♦✈❛❧s✱ ❚❋s ❛s ②❡❧❧♦✇ ♦✈❛❧s✱ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❚❋s ❛s r❡❞ sq✉❛r❡s✳ ●r❡❡♥ ✭r❡s♣✳ r❡❞✮
❡❞❣❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✭r❡s♣✳ r❡♣r❡ss✐♦♥s✮✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❈❤❛rts ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ✭❨ ❛①✐s✮✱
❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ✭❧❡❢t✮ ♦r ❜❡✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✭r✐❣❤t✮ ❜② ❣r♦✉♣s ♦❢ ❣❡♥❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ✭❳ ❛①✐s✮✳
♦❢ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ✐♥ ✷✵✵✼ ❛♥❞ ✷✵✵✽✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡
✺✳✷✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❛❧②s❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳
✺✳✶✳✷ ❆❞❞✐♥❣ s✐❣♠❛ ❢❛❝t♦rs t♦ ♦❜t❛✐♥ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝②
❯s✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ✇❡ ❜✉✐❧t t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✭❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥ ✷✵✵✻✮✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡
❇✐♦q✉❛❧✐ P②t❤♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ t♦ ❞❡❝✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤✐s s②st❡♠
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✇❛s ❢♦✉♥❞ s❡❧❢✲✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t♦ ✐s♦❧❛t❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✮✳ ❆ ❝❛r❡❢✉❧
r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❧❡❞ ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s✐❣♠❛✲
❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛❜s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡s❡ ♥❡✇ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡
❈♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ s✐❣♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✾✸
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ●❡♥❡s tr❛♥s❝r✐❜❡❞ ❜② s✐❣♠❛✲❢❛❝t♦rs ✜❧❡ ✐♥ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞
✐♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❛s ❛ ❧✐st ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❵σ✲❢❛❝t♦r → gene ✰✬✱
s✐♥❝❡ s✐❣♠❛✲❢❛❝t♦rs ❛r❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡s✳ ❖♥❝❡ t❤❡②
✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ 3802 ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞
1529 ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❣❡♥❡s✱ ♣r♦t❡✐♥✲❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❛♥❞ s✐❣♠❛✲❢❛❝t♦rs✮✳ ❚❤✐s ✜♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s
❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t✳
❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥ ✷✵✵✼ ❛♥❞
✷✵✵✽ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥❧② ♦❢ ❚❋✲❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆s r❡s✉❧t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛t t❤❡② ✇❡r❡
s❡❧❢✲✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡② ✇❡r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ σ✲❢❛❝t♦rs r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❝✉rr❡♥t❧②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❛t ②❡❛rs✳ ❚✇♦ ❧❛r❣❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞❀ ❜♦t❤ ✇❡r❡ s❡❧❢✲
❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❙❡❡ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ✭▲❡❢t✮ ❆ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤✱ ✐s♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤
✉s✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ♣❛❝❦❛❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✳ ✭❘✐❣❤t✮ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❢t❡r ❝❛r❡❢✉❧ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ✐❤❢❆ ❛♥❞ ✐❤❢❇ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳
❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❙✐③❡s ♦❢ t❤r❡❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✐♥ ✷✵✵✻✱ ✷✵✵✼✱ ❛♥❞ ✷✵✵✽✳ ●r❛♣❤s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥❧② ♦❢ ❚❋✲❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ s❡❧❢✲✐♥❝♦♥s✐st❡♥t❀
✇❤✐❧❡ t❤♦s❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❚❋✲ ❛♥❞ σ✲r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t✳
❨❡❛r ❚❋✲❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❚❋✲❣❡♥❡ ❛♥❞ σ✲❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s
✷✵✵✻ ✶✷✺✽ ♥♦❞❡s ✲ ✷✺✷✻ ❡❞❣❡s ✶✺✷✾ ♥♦❞❡s ✲ ✸✽✵✷ ❡❞❣❡s
✷✵✵✼ ✶✹✶✺ ♥♦❞❡s ✲ ✷✽✾✾ ❡❞❣❡s ✶✼✻✸ ♥♦❞❡s ✲ ✹✹✾✶ ❡❞❣❡s
✷✵✵✽ ✶✹✾✾ ♥♦❞❡s ✲ ✸✷✺✵ ❡❞❣❡s ✶✾✶✺ ♥♦❞❡s ✲ ✺✶✹✵ ❡❞❣❡s
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✺✳✶✳ ❚r❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥② ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s✐❣♠❛✲
❢❛❝t♦rs ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
❊✳ ❝♦❧✐✳
✺✳✶✳✸ ❈♦r❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤
❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ♥♦t ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣❧❛② t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ✐s ❛ s✉❜♥❡t✲
✇♦r❦ t❤❛t ♥❛t✉r❛❧❧② ❛♣♣❡❛rs ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ❛♥❞ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥
t❤❡ s②st❡♠✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ ♦r✐❡♥t❡❞ ❧♦♦♣s ❛♥❞ ♦❢ ❛❧❧ ♦r✐❡♥t❡❞ ❝❤❛✐♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❧♦♦♣s✳
❆❧❧ ♦r✐❡♥t❡❞ ❝❤❛✐♥s ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦r❡ ✇✐t❤♦✉t r❡t✉r♥✐♥❣ ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ✇❤❡♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
✾✹ ❝❤❛♣t❡r✺
♥❡t✇♦r❦ t♦ ✐ts ❝♦r❡✳ ❆❝②❝❧✐❝ ❣r❛♣❤s ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ tr❡❡s ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦r❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ✐s t❤❛t ✐❢ ❛ s②st❡♠ ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛s ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥❡✐t❤❡r
❤❛s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ s②st❡♠ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✐ts ❝♦r❡✳ ❍❡♥❝❡ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ s♦❧✈❡✳ ■t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❣✉✲
❧♦♥❉❇ ✐♥ ✷✵✵✻ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❚❋✲ ❛♥❞ σ✲❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❤❛❞ ♦♥❧② ✷✽ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✺✼
❡❞❣❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✻✮✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❈♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ✐♥ ✷✵✵✻✱ ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ❚❋✲ ♣❧✉s σ✲❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳
✺✳✷ ◆❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇rt ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛s❡t
✺✳✷✳✶ ❉❛t❛s❡t ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s
❖✉r ❣♦❛❧ ✇❛s t♦ ❝♦♥❢r♦♥t t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❊✳ ❝♦❧✐ t♦ ❛ str❡ss✲
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧
❛t st❡❛❞② st❛t❡✿ ✭✐✮ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❜❛❝t❡r✐❛✳
❚❤❡ ❞❛t❛s❡t✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❣❡♥❡s ❛✛❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤✐s ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t✱ ✇❛s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞
✐♥ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❝✐t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ✐♥❞✉❝❡❞ ♦r r❡♣r❡ss❡❞✳
❲❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss✐❣♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ {✰,❂} ❝❤❛♥❣❡s t♦ s♦♠❡
♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
❵gene = sign✬✱ ✇❤❡r❡ sign ✇❛s s❡t t♦ ❵✰✬ ♦r ❵❂✬ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ❣❡♥❡ ✇❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ♦r✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ r❡♣r❡ss❡❞ ✉♥❞❡r t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛s❡t
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ✹✺ ❊✳ ❝♦❧✐ ❣❡♥❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲
st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t✳
◆❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇rt ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛s❡t ✾✺
❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ✹✺ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❊✳ ❝♦❧✐ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t♦ st❛t✐♦♥✲
❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ✇❛s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✳ ❚❤❡ ▲♦❝✉s ❝♦❧✉♠♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❇❧❛tt♥❡r ♥✉♠❜❡rs ❬❇rP❇+✾✼❪✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❢♦r ihfA ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ❵❂✬ s✐❣♥✳ ❲❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ t❤✐s s✐❣♥ ❛s ✐t ✐s ✐♥❝♦♠✲




















































✺✳✷✳✷ ❋❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦
■♥ ✷✵✵✻✱ ❛ ✜rst ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✷✵✵✻ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐
❚❘◆ ✭❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❚❋✲ ❛♥❞ σ✲❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❞❛t❛s❡t✳
❖✉r ❣♦❛❧ ✇❛s t♦ t❡st t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❡r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬●❱❇+✵✼❪✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡s✿
✶✳ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥s✇❡r✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s r❡♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲
st❛t✐♦♥❛r② ❞❛t❛s❡t ✇❡r❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳
✷✳ ❉✐❛❣♥♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘❡❣✲
✉❧♦♥❉❇ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ✐❤❢❆ ❣❡♥❡ ❛ ❵❂✬ ❝❤❛♥❣❡ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤✐s
✜rst ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✭s❡❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼✮✳
❲❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ t❤❡ ihfA ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡ s❡tt✐♥❣ ✐ts ✈❛r✐❛t✐♦♥ t♦ ❵✰✬✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✺✳✸✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥
❬❆❆■◆+✾✶✱ ❆●❙+✾✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛❣r❡❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ihfA ✐♥❝r❡❛s❡s ❞✉r✐♥❣
st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡✳ ❆❢t❡r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤✐s ❞❛t❛s❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡
❣r❛♣❤ ✇❛s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❞❛t❛s❡t✳
✸✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✇❛s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱
✇❡ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡ ✇❡r❡ ❛❜♦✉t 2, 66 · 1016
s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤
s❤✐❢t✳ ■♥ t❤❡♠✱ 381 ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇❡r❡ ❛❧✇❛②s ✜①❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✱
❛♥❞ t❤✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✺✳✷✳ ❚❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ❚❋✲ ♣❧✉s σ✲❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ✐♥ ✷✵✵✻ ✇❛s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❵ ✐❤❢❆ ❂ ❂✬ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
✾✻ ❝❤❛♣t❡r✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ■♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ✐♥ ✷✵✵✻✳ ◆♦❞❡s
✇✐t❤ ❛ ❣r❡❡♥ ✭r❡s♣✳ r❡❞✮ ❜♦r❞❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❵✰✬ ✭r❡s♣✳ ❵❂✬✮ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲
st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ✭r❡s♣✳ r❡❞✮ ❛rr♦✇s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✭r❡s♣✳
✐♥❤✐❜✐t✐♦♥s✮✳ ❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥✿ ✭✶✮ ❙✐♥❝❡ ihfA ❛♥❞ ihfB ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❜❡ ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ✭❂✮✱
t❤❡♥ ■❍❋ ✇✐❧❧ ❜❡ ✜①❡❞ t♦ ❵❂✬✳ ✭✷✮ ■❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡♥ t❤❡ dppA ❣❡♥❡ ❵✰✬ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❘♣♦❉✬s ❝❤❛♥❣❡✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✜①❡❞ t♦ ❵✰✬✳ ✭✸✮ ❚❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♣♣❡❛rs ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❵❂✬ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ihfA ✐s ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♥❡✐t❤❡r ❜② ❘♣♦❉ ✭s❡t t♦ ❵✰✬ ✐♥ st❡♣ ✷✮✱ ♥♦r ❜②
❘♣♦❙ ✭s❡t t♦ ❵✰✬ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ blc✬s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✮✳
t♦ st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❲❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ✐❤❢❆ ❣❡♥❡ ✐♥
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ st✉❞✐❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬❆❆■◆+✾✶✱ ❆●❙+✾✹❪✳
✺✳✷✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦
■♥ ✷✵✵✼✱ ✇❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r②
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ t♦ t❤❛t ❞❛t❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧✱ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s✐❣♠❛✲❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❡r❡ ❣❡♥❡s✱ ❛❝t✐✈❡ ♣r♦t❡✐♥s✱ ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥✲❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❚❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐
✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✇❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✶✼✻✸ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ✹✹✾✶ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❛t❛s❡t ♦❢ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ t❡st❡❞
t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ❣r❛♣❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❝❢✳
❚❛❜❧❡ ✺✳✸✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲
st❛t✐♦♥❛r② ❞❛t❛s❡t ❤❛❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✐❤❢❆ ✭❵✐❤❢❆ ❂ ✰✬✮✳ ❲❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞
t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ ❬●●❘❙✵✾❪❀ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✳
❈♦♥s✐st❡♥❝② t❡st ❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦s❡
❲❡ st❛rt❡❞ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ❢r♦♠ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✷✵✵✼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲
st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐ts ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦✲
q✉❛❧✐ P②t❤♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ❚❤❡ ✜rst r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❛s ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡t✲
✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ ❛ ♥❡✇❧② ❛❞❞❡❞
tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❵❤♥s ✲❃ ❛♣♣❨ ❂✬✮ t❤❛t ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ✐♥ ✷✵✵✼✳
❚❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t r❡❣✐♦♥✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❇✐♦q✉❛❧✐✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✽❆✳
◆❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇rt ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛s❡t ✾✼
■t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ appY ❣❡♥❡ ❜② t❤❡ ❍✲◆❙ ♣r♦t❡✐♥✳ ◆♦
♦t❤❡r tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ appY ❣❡♥❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ❞❛t❛❜❛s❡✳
❚❤❡s❡ ♣r♦❞✉❝ts ✭appY ✱ hns✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❍✲◆❙✮ ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❤♦✇♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡✐r
❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❬❉❙❇✾✸✱ ❆❙❖❇✾✻❪✳ ❍❡♥❝❡✱
t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ♠❛② ❜❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❉✐❛❣♥♦s✐s ✇❤❡♥ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❛t❛ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❆✳ ❚❤❡
✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡ appY ❜② t❤❡ hns ♣r♦❞✉❝t ❝❛✉s❡s ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t✳ ❇✳ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜② ❛❞❞✐♥❣
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❆r❝❆✲P ✭♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ❆r❝❆✮ t♦ appY ❀ t❤✐s r❡❣✉❧❛t✐♦♥
♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♦①②❣❡♥✳
❙❡❛r❝❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ appY ❣❡♥❡ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣
❡♥tr② ✐♥t♦ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ♦①②❣❡♥✲❧✐♠✐t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ st❛t✐♦♥❛r②✲
♣❤❛s❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❆r❝❆ ❬❇❆✾✻❪✳ ❚❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❆r❝❆ ✐s ❛❝t✐✲
✈❛t❡❞ ✈✐❛ ♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❆r❝❇ s❡♥s♦r ✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ r❡s♣✐r❛t✐♦♥
❬■❈❋+✾✵❪✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❆r❝❆ ❞✉r✐♥❣ ❡♥tr② ✐♥t♦ st❛t✐♦♥❛r②
♣❤❛s❡ ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❞❡♣r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♦①②❣❡♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝❡❧❧ ❞❡♥s✐t② ❬❇❆✾✻❪✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s ✇❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ♦✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✺✳✽❇✮✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✺✳✸✳ ❚❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✱ ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ❚❋✲ ♣❧✉s σ✲❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ✐♥ ✷✵✵✼✱ ✇❛s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✿ ❵❤♥s ❂ ✰✬ ❛♥❞ ❵❛♣♣❨ ❂ ✰✬ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲
st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r✲
❛t✉r❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛❞❞❡❞ ♦♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❵❆r❝❆✲P ✲❃ ❛♣♣❨✬ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ st✉❞✐❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬❇❆✾✻❪✳
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❖♥❝❡ ♦✉r ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲
st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤❡ 45 ❣❡♥❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s r❡♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ 20 ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭✶✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧
♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡s✮✳ ❖✉r s②st❡♠ ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❛s ❜✉✐❧t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ GEN ✭❝❢✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✮ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛rr✐✈✐♥❣ t♦ ❛
✾✽ ❝❤❛♣t❡r✺
♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t t♦
♠♦❞❡❧ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✲❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺✮✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s
r✉❧❡ t♦ t❤❡ ■❍❋ ♣r♦t❡✐♥✲❝♦♠♣❧❡①✱ ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝❤❛♥❣❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳
❚❤❡ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ 502 ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts ✭✸✵✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡s✮✳ ❲❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥t♦
12 ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❆❱■❙ s♦❢t✇❛r❡ ❬❉❙❍+✵✸❪✳ ❚♦ ✈❛❧✐✲
❞❛t❡ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❛♥② ▼✐❝r♦❜❡ ▼✐❝r♦❛rr❛②
❉❛t❛❜❛s❡ ❬❋❉❋+✵✼❪ ❛ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❣❡♥❡s ❛❢t❡r ✼✷✵ ♠✐♥✉t❡s ♦❢
❣r♦✇t❤ ✭st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡✮ ✐♥ ❛ r✐❝❤ ♠❡❞✐✉♠ ❬❆❍▲+✵✸❪✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣s✳ ✺✳✾ ❛♥❞ ✺✳✶✵✮✳
❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ✶✷ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ✐♥t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts ✇❡r❡
❝❧❛ss✐✜❡❞✳
■❉ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
❆ ❆♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ❛♥❞ ❜✐♦s②♥t❤❡s✐s
❈ ❈❛r❜♦❤②❞r❛t❡s ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ❛♥❞ ❜✐♦s②♥t❤❡s✐s
❊ ❊♥❡r❣② ♠❡t❛❜♦❧✐s♠
● ●❧✉❝♦s❡ ❝❛t❛❜♦❧✐s♠
▲ ▲✐♣✐❞ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ❛♥❞ ❜✐♦s②♥t❤❡s✐s






❱ ❱✐t❛♠✐♥ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ❛♥❞ ❜✐♦s②♥t❤❡s✐s
❯ ❯♥❛ss✐❣♥❡❞
❊①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❛rr❛② ❞❛t❛s❡t ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✾✷✻ ❣❡♥❡s t❤❛t ❝❤❛♥❣❡❞
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✭✷✲❢♦❧❞✮ ✐♥ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t ❢r♦♠ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
t♦ st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ✺✵✷ ♣r♦❞✉❝ts✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞
✐♥t♦ ❢♦✉r ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ✶✸✵ ❛❣r❡❡❞ ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s✱ ✸✷ ❤❛❞ ❛ ♣r❡❞✐❝t❡❞
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♣♣♦s✐t❡ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ✸✵✻ ❤❛❞
❛ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❛t ✇❛s ♥♦t ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❢♦r ✸✹ ♣r♦❞✉❝ts t❤❡r❡ ✇❛s ♥♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭s♦♠❡
♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❡r❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠❘◆❆
❡①♣r❡ss✐♦♥✮✳ ❚❤✉s✱ ♦❢ t❤❡ ✶✻✷ ✭❂✶✸✵✰✸✷✮ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❣❡♥❡s t❤❛t
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✶✸✵ ✭♦r
✽✵✪ ❝♦♥s❡♥s✉s✮ ❛❣r❡❡❞✳ ❖♥❧② t❤❡ ✸✷✪ ✭❝♦✈❡r❛❣❡✮ ♦❢ ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ ✷✲❢♦❧❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❤♦♦s✐♥❣ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞s ✭✶✳✺✲❢♦❧❞✱ ✵ ❢♦❧❞✮✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♥❡✇ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛♥❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s
✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s✱ t❤❡ ❜❡tt❡r ✐s t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s
❛♥❞ ✕ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ✕ t❤❡ ✇♦rs❡ ✐s t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞❛t❛ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✶✮✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✺✳✹✳ ❚❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t✐♥❣ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✇rt ✹✺ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ 30✪ ✇❤❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ■❍❋ ❝♦♠♣❧❡①
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❛t❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ✐❤❢❆ ❛♥❞ ✐❤❢❇✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✺✳✺✳ ✽✵✪ ♦❢ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣❡♥❡ ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❘◆❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♠✐❝r♦❛rr❛② st✉❞② ♦♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t✳
◆❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇rt ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛s❡t ✾✾
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❚❛❜❧❡ ♦❢ ♠✐❝r♦❛rr❛②✲♦❜s❡r✈❡❞ ✈s✳ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❣❡♥❡✲❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐
♥❡t✇♦r❦ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦❝✉s ♥✉♠❜❡rs✱ ❣❡♥❡
♥❛♠❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ log2 r❛t✐♦ ✭▲✷❘✮ ♦❢ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t♦ st❛t✐♦♥❛r②✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ 502 ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ✭✰✱❂✮✳ ●❡♥❡s ✇❡r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✶✷ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s
✭❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ ❚❤❡ ▲✷❘ ✐s s❤❛❞❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s❤✐❢t✳ ❋✐❧❧❡❞ ❛♥❞
♦♣❡♥ s②♠❜♦❧s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ sq✉❛r❡s
✐♥❞✐❝❛t❡ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❛♥❞ tr✐❛♥❣❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✭✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ♦r ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞✮✳
✶✵✵ ❝❤❛♣t❡r✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♠✐❝r♦❛rr❛②✲♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❆♥
∗ s②♠❜♦❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❡✐t❤❡r t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❞✐❞ ♥♦t ♣r❡❞✐❝t ❛ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦r t❤❛t ♥♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❛t❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❣❡♥❡ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❢♦✉♥❞✳ ❋✐❧❧❡❞ ❛♥❞ ♦♣❡♥ s②♠❜♦❧s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ sq✉❛r❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱
❛♥❞ tr✐❛♥❣❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✭✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞
♦r ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞✮✳
■♥✐t✐❛❧ ❉❛t❛✿






































❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ♣r♦❝❡ss ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧
♥❡t✇♦r❦ ✉s✐♥❣ 45 ♣❤❡♥♦t②♣❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t✳ ❲❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞
♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦❛rr❛② ❞❛t❛s❡t ✜❧t❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡
t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ❈♦♥s❡♥s✉s r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝♦✈❡r❛❣❡
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳
✺✳✷✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦
♣r♦❝❡ss ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s s❡❛r❝❤❡❞✿ ✭✐✮ t♦ ❝♦♥❢r♦♥t
❡①✐st✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ ✭✐✐✮ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✲
✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ s♦♠❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
◆❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇rt ✇✐❞❡✲❣❡♥♦♠❡ ❞❛t❛s❡ts ✶✵✶
❣✐✈❡♥ ❜② ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✭❝❤❛♥❣❡ ♦❢
✐❤❢❆✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❛ ♠✐ss✐♥❣ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆✳ ❇♦t❤
❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ st✉❞✐❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣
t❤❡♠ t♦ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠✐❝r♦❛rr❛② st✉❞②✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦❛rr❛② ❞❛t❛s❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ ❛❧s♦
t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t ✐♥ ❊✳ ❝♦❧✐ ❝❡❧❧s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r
t❤r❡❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❤❛s❡s✿ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ ❡❛r❧② st❛t✐♦♥❛r②✲♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ ❧❛t❡ st❛t✐♦♥❛r②✲♣❤❛s❡✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ s❤✐❢t ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♣❤❛s❡s ♠❛♥② ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳ ■♥ ♦✉r st✉❞② ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ♣❤❛s❡s✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡
t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t ✐♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❡♥❡s ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥s
❞♦ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✹✺ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛②
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥❞✉❝❡
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ✐♥ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤✐s✱ ❛ ❤✐❣❤ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢
♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭✽✵✪✮ ✇❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❝r♦❛rr❛② ❞❛t❛✳ ❚❤✐s
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ ❊✳ ❝♦❧✐ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧ ❬❈❑❘+✵✹✱ ❈P✵✷✱ ❊P✵✵❪✳
❆❢t❡r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠✐❝r♦❛rr❛② ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✱ s♦♠❡ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❆ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ❞✐✈❡r✲
❣❡♥❝❡s r❡s✐❞❡s ♦♥ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❛❞❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t s♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡①✐sts
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♣r♦t❡✐♥ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♣♦st✲tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥
❬❍❈P✵✸❪✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✷✳ ❚❤✐s
t②♣❡ ♦❢ ❡rr♦rs ✐♥ ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
♣♦st✲tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❜✉✐❧t t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ r❡❣✉❧❛t♦r②
❞❛t❛✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❛t❛ ♦❢ ✐❤❢❆
❛♥❞ ✐❤❢❇ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ■❍❋ ❝♦♠♣❧❡①✲❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦ ♣r♦❝❡ss ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s❡s ✇❡r❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ♣❛❝❦❛❣❡❀ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❜② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦ ❛♥❛❧②s✐s t♦♦❦ ❧❡ss
t❤❛♥ ♦♥❡ ♠✐♥✉t❡✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ♥♦t ♦♥❧② ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❚❘◆s✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ ❛
r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❞✐❛❣♥♦s❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t ❡①♣❡❝t❡❞
❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
✺✳✸ ◆❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇rt ✇✐❞❡✲❣❡♥♦♠❡ ❞❛t❛s❡ts
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❚❘◆ ✇❛s
❝♦♥❢r♦♥t❡❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❞❛t❛s❡t ✭✹✺ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ t❤❛t
❝❛s❡ ✐t ✇❛s ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ♣✉♥❝t✉❛❧ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❜② ♣r❡❢♦r♠✐♥❣ ❛♥
❡①t❡♥s✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
❚❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r❡❞ ❜② ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ❢♦r t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❜❛❝t❡r✐❛ ✐s ❢❛r
✶✵✷ ❝❤❛♣t❡r✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ✽ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t✳ ❆❧❧ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ♣r♦❞✉❝t r❡❝❡✐✈❡s
❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❣r❛②✲r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❞✉❝t r❡✢❡❝ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
♦❜s❡r✈❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♠❘◆❆ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭log2 r❛t✐♦✮ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ Pr♦❞✉❝ts ✇✐t❤
❛ ❣r❡❡♥ ❜♦r❞❡r r❡❢❡r t♦ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛s❡t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❤❡r❡❛s
♣r♦❞✉❝ts ✇✐t❤ ❛ ❜❧✉❡ ❜♦r❞❡r r❡❢❡r t♦ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞
♠❘◆❆✲❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❡①❝❡♣t ❢♦r ❘♣♦❉✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♣r♦t❡✐♥ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♦♥ ♠❘◆❆ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♣r♦t❡✐♥ ❘♣♦❉ ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬❏■✾✽❪✳
❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❬❊❇❑+✵✽❪✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ t❡st✐♥❣ ✐ts ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇rt ❧❛r❣❡r ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡ts✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ✇✐❧❧ ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡ ♠❛♥✉❛❧
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ✐s ✉♥❜❡❛r❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❞✐❛❣✲
♥♦s✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢
♣r♦❣r❛♠s✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❚❉❉s ♦r ❆❙P t❤❛t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦rr❡❝✲
t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❞❛t❛s❡t ❤♦❧❞ ♠❛♥② ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦❣r❛♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ❛♥❞
❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ♠✐❝r♦❛rr❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t
❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❜✉✐❧t ✐♥ ✷✵✵✽✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✶✾✶✺ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✺✶✹✵
❡❞❣❡s✳ ❲❡ s✉❜♠✐tt❡❞✱ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❡❛♠ ❧❡❛❞❡❞ ❜② ❚✳ ❙❝❤❛✉❜ ✐♥ t❤❡ P♦ts✲
❞❛♠ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✏❚✇❡❧❢t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣✑✱ t♦ ❜❡ ❤❡❧❞
✐♥ ❚♦r♦♥t♦✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ▼❛② ✾✲✶✸✱ ✷✵✶✵✳
✺✳✸✳✶ ●❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ❞❛t❛s❡ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s
❲❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ t✇♦ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ❞❛t❛s❡ts ❜② ❝♦♥❢r♦♥t✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❊✳ ❝♦❧✐ ❆✛②♠❡tr✐①
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♣❡♥❞✐✉♠ ❬❋❍❚+✵✼❪✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛s❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s✿
✭❆✮ ❙t❛t✐♦♥❛r② ✈s✳ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ✇❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ 4298 {+,−}
❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❡❛r❧②✲❧♦❣ ❣r♦✇t❤ ♣❤❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❑✶✷ str❛✐♥ ❬❇▼❆+✵✼❪✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❧❛r❣❡
❞❛t❛s❡t ✇❡ ❡①tr❛❝t❡❞ t✇♦ s✉❜s❡ts ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞
t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✸✲❢♦❧❞ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ✷✺✺ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ ✷✲❢♦❧❞ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ✽✺✺ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
◆❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇rt ✇✐❞❡✲❣❡♥♦♠❡ ❞❛t❛s❡ts ✶✵✸
✭❇✮ ❍❡❛t s❤♦❝❦ ✈s✳ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ✇❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ 4298 {+,−} ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❝❤❛♥❣❡s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❊✳ ❝♦❧✐ ✇✐❧❞✲t②♣❡ ❝❡❧❧s ✉♥❞❡r ❤❡❛t✲s❤♦❝❦ str❡ss
✇✐t❤ ♥♦♥✲str❡ss❡❞ ❝❡❧❧s ❬❆❍▲+✵✸❪✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡t ✇❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛ s✉❜s❡t
♦❢ ✷✲❢♦❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■t ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ✽✼✾ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
✺✳✸✳✷ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛❧❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ ♣r♦❣r❛♠s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡
♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❉❉s ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✱ ❞♦❡s ♥♦t ✜♥❞
❡①❛❝t❧② ❛❧❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤s✱ ❜✉t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡♠✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
❆❙P ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬●❙❚+✵✽❪✱ ✜♥❞s ❡①❛❝t❧② ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❡ st✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❤♦✇ t♦
✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❆❙P ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❚❉❉s ✐s t❤❛t ✇✐t❤ ❆❙P
✇❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡①♣❧♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❜❛s❡❞
♦♥ ❚❉❉s ✭❝❢✳ ❆❧❣✳ ✷✮ ❝❛♥♥♦t ❛✛♦r❞ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ❛❧❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ ❛s s♦♦♥ ❛s ✐t
✜♥❞s ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤ ✐t ❞❡❧❡t❡s ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ❞❡❧❡t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s ❧♦♦s✐♥❣
❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ ✉s t♦ ❛♥♦t❤❡r ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜♦t❤ ♣r♦❣r❛♠s t♦ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✷✵✵✽ ❛♥❞
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❚❋✲ ❛♥❞ σ✲❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❜❡❧♦✇✳
❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✲ ❚❉❉s
❲❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✇rt ✸✲❢♦❧❞ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❞❛t❛s❡t
❆ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✸✲❢♦❧❞ ❝❤❛♥❣❡s ❤❛❞ ✷✺✺ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳
❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳✶✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✶✻
✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡s❡ s✉❜❣r❛♣❤s ✇❡r❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ✹✹ ♥♦❞❡s
❛♥❞ ✹✵ ❡❞❣❡s✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✸ ✇❡ s❡❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❢♦✉♥❞❀ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡♠ ✇rt t❤❡
✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s
✇❛s ♦❢ ✶✹✵ s✳
❋✐♥❞✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ❛❧❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✲ ❆❙P
❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❆❙P ♣r♦❣r❛♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬●❙❚+✵✽❪ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✷✺✺ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❲❤✐❧❡ ✉s✐♥❣
t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✶✹✮✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ✇❡ ❜✉✐❧t ❛
❧❛r❣❡r ❣r❛♣❤ ♦❢ ✶✸✹ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✷✶✾ ❡❞❣❡s✳
❚❤❡ ❣r❛♣❤✱ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❆❙P ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t❤❛♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✸✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❙P ❡♥❝♦❞✐♥❣s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡
❝♦st❧② ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❇② ✇❛✐t✐♥❣ ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✹✳ ❚❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐✛✉s❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✈✐❛
❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝ t♦♦❧s✳
❚❤❡ ❣r❛♣❤ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✹ ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t ❛❧❧ ✐ts ❡❞❣❡s ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❛r❡ ✐♥❝♦rr❡❝t✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♣♦s❡
✶✵✹ ❝❤❛♣t❡r✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ■♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ✇✐t❤
✷✺✺ ✭✸✲❢♦❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✮ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t✳ ❚❤❡
❣r❡❡♥✴r❡❞ ❜♦r❞❡r ❝♦❧♦r ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✰✴❂ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✸✲❢♦❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❛t❛s❡t✳
❚❤❡ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s r❡♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t ✭✹✷✾✽ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮ ❛♣♣❡❛r ❝♦❧♦r❡❞
✐♥ ❛ ❜❧❛❝❦✲✇❤✐t❡ s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦❧♦r r❡♣r❡s❡♥ts ♥♦ ❝❤❛♥❣❡✳
✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❆❙P ♣r♦❣r❛♠ t♦ ❛✉✲
t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ♣r♦❣r❛♠ ✜♥❞s ♦✉t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❤❛♥❣❡s
t♦ ♠❛❦❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞✴♦r ❞❛t❛s❡t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡✐r ❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❲❡
❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ❛♥❞ t❤❡ ✷✺✺ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ♠✐❝r♦❛rr❛②
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛t t♦ r❡❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞❡❞
t♦ s❤✐❢t t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ✶✶ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺✮✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❞✉❝ts ❛♣♣❡❛r ❝♦❧♦r❡❞
✐♥ ②❡❧❧♦✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✹✳
❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ✶✶ ❊✳ ❝♦❧✐ ♣r♦❞✉❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ✭r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✷✺✺ ♠✐❝r♦❛rr❛②
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❊✳ ❝♦❧✐
♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❞❛t❛s❡t✳













❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ✶✶ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺
♠❛② ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡s❡ ♣r♦❞✉❝ts r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s t❤❡②
❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❝♦✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❣❡♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❛t ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ❚❋✳
▲❡t ✉s t❛❦❡ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ②✐❤● ❣❡♥❡✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡ ❢♦r♠s ♣❛rt ♦❢ ❛
r❡❣✉❧♦♥ r❡❣✉❧❛t❡❞ ❜② ❘♣♦❙✳ ❘♣♦❙ ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ t❤❡ σ✲❢❛❝t♦r t❤❛t ✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡s
◆❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇rt ✇✐❞❡✲❣❡♥♦♠❡ ❞❛t❛s❡ts ✶✵✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❊①❛❝t❧② ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ✇✐t❤ ✷✺✺ ✭✸✲❢♦❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✮ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r②
❣r♦✇t❤ s❤✐❢t✳
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❤❡ ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ❘♣♦❙ r❡❣✉❧♦♥ ❛r❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❛rr❛② t♦ ❜❡ ✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ❡①❝❡♣t ❢♦r ②✐❤●✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ q✉❡st✐♦♥✐♥❣ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ s✐❣♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ r❡st ♦❢ ❣❡♥❡s t❛r❣❡t❡❞ ♦♥❧② ❜② ❘♣♦❙✱ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ r❡♣❛✐rs
✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❣❡♥❡✳ ❚❤✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s
❝♦✉❧❞ t❤✉s ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❛t❛s❡t
s❤♦✉❧❞ ❡①♣r❡ss t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦❤❡r❡♥❝②✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✺✳✻✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❤✐❣❤❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✸✲❢♦❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♠❘◆❆ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s r❡♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t ♠✐❝r♦❛r✲
r❛② ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡♥ t❤❡ ✶✶ ♣r♦❞✉❝ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
❢♦r ❢✉rt❤❡r ❚❋❇▼s ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦r ❧✐t❡r❛t✉r❡ s❡❛r❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r②
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡s s✉❝❤ ❛s ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✳
✺✳✸✳✸ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ ✇❛②s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ❚❤❡
✜rst ♦♥❡✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❚❉❉s✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞❡❧❡t✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♥✲
s✐st❡♥t ❣r❛♣❤ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❆❙P✱ ✜♥❞s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛❧❧
♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡✐t❤❡r t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦r ❞❛t❛s❡t✳ ❇② ❝♦rr❡❝t✐♥❣
♦✉r ♥❡t✇♦r❦✴❞❛t❛s❡t ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ❡♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t r❡❣✉❧❛t♦r②
♥❡t✇♦r❦ ✇rt ❛ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❋r♦♠ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ♥❡✇ {✰,❂} ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ s♦♠❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts✳
❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♥♦✇ ✐s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❡t ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❞❛t❛s❡t ✇❛s ❧❛r❣❡✱ ❜② ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ♦♥❧② ✶✶ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts ✇❡
❝♦✉❧❞ ❝♦♥❝✐❧✐❛t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛✳ ◆♦✇✱ ✇❡ s❡❛r❝❤ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s r❡s✉❧t ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣
✶✵✻ ❝❤❛♣t❡r✺
t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳
❖♥ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❢t❡r ❛♣✲
♣❧②✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✳ ❋♦r t❤✐s ✇❡ ✉s❡❞ t✇♦ ❧❛r❣❡r ❞❛t❛s❡ts✳
❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ✷✲❢♦❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❞❛t❛s❡t ❆ ✭❝❢✳ ✺✳✸✳✶✮✱ ✐t ❤❛❞ ✽✺✺
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s❀ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ✐t ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❛s ❞❛t❛s❡t ❆✷✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢
✷✲❢♦❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❞❛t❛s❡t ❇ ✭❝❢✳ ✺✳✸✳✶✮✱ ✐t ❤❛❞ ✽✼✾ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s❀ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r
t♦ ✐t ❛s ❞❛t❛s❡t ❇✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❡①tr❛❝t❡❞
✐♥ ✷✵✵✽ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❚❋✲ ❛♥❞ σ✲❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❢t❡r ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞✴♦r ❞❛t❛s❡t✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ st❡♣s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❡①tr❛❝t❙❛♠♣❧❡✭p, µ✮ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ µ✱ ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ❛ s✉❜s❡t ♦❢
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ s✐③❡ p∗ |µ|✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t✭pred,X✮ ❝♦♠♣❛r❡s t✇♦ ❞❛t❛s❡ts ♦❢
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ ✐♥ ❤♦✇ ♠❛♥② ❝❛s❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t ✭X✮ ✇❡r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❘❡q✉✐r❡✿ N = (V,E, σ)❀ µ = {(n, s) | n ∈ V, s ∈ {✰,❂}}❀ p✱ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✉s❡❞ t♦
t❡st t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
❊♥s✉r❡✿ avgAcc✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❡sts
acc⇐ 0
❢♦r i ✐♥ {1 . . . 200} ❞♦
µ⇐ ❡①tr❛❝t❙❛♠♣❧❡✭p✱ µ✮
✐❢ ❇◗✳❝♦♥s✐st❡♥❝②✭N ✱µ✮ ✐s ❢❛❧s❡ t❤❡♥








❆❧❣✳ ✼ ✉s❡s t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ♣❛❝❦❛❣❡ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s ♣r♦✲
❣r❛♠ t♦ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts A2 ❛♥❞ B✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✺✳✻✳ ❚❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❆❙P ♣r♦❣r❛♠✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❆❧❣✷
✇❛s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❆❙P ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ✐ts ❞✐✛❡r❡♥t r❡♣❛✐r ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
t❤❡ ❆❙P ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❆❙P ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞
❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ r❡♣❛✐rs t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦r ❞❛t❛s❡t✿ ❵❡✬
st❛♥❞s ❢♦r ✢✐♣♣✐♥❣ ❡❞❣❡ s✐❣♥s✱ ❵✐✬ st❛♥❞s ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ✈❡rt❡①❡s ❛s ✐♥♣✉ts✱ ❛♥❞ ❵✈✬ st❛♥❞s
❢♦r ✢✐♣♣✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✐❣♥s✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝✐❡s✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✻✱ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ ✾✵ ♣❡r❝❡♥t ❢♦r ❆❙P✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❝❝✉r❛❝✐❡s ❢♦r ❇✐♦q✉❛❧✐ ❡①❤✐❜✐t ❧♦✇❡r
◆❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇rt ✇✐❞❡✲❣❡♥♦♠❡ ❞❛t❛s❡ts ✶✵✼
❚❛❜❧❡ ✺✳✻✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦♥ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❙t❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t ❛♥❞ ❍❡❛ts❤♦❝❦ ❞❛t❛ ✉s✲
✐♥❣ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳ ❖♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❉❉s✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✉s✐♥❣ ❇✐♦q✉❛❧✐✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❆❙P✳
Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②
❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✈s ❙t❛t✐♦♥❛r② ❍❡❛ts❤♦❝❦
❘❡♣❛✐r ✸✪ ✻✪ ✾✪ ✶✷✪ ✶✺✪ ✸✪ ✻✪ ✾✪ ✶✷✪ ✶✺✪
❡ ✾✵✳✾✸ ✾✶✳✾✽ ✾✷✳✹✷ ✾✷✳✼✵ ✾✷✳✽✶ ✾✶✳✽✼ ✾✷✳✾✸ ✾✷✳✾✷ ✾✷✳✽✸ ✾✷✳✼✶
✐ ✾✵✳✾✸ ✾✶✳✾✽ ✾✷✳✹✷ ✾✷✳✼✵ ✾✷✳✽✶ ✾✶✳✾✸ ✾✷✳✾✵ ✾✷✳✾✹ ✾✷✳✽✼ ✾✷✳✼✻
❆❙P ✈ ✾✵✳✾✾ ✾✷✳✵✺ ✾✷✳✹✹ ✾✷✳✼✸ ✾✷✳✽✾ ✾✷✳✷✾ ✾✸✳✷✼ ✾✸✳✽✽ ✾✹✳✷✼ ✾✹✳✸✻
❡ ✐ ✾✶✳✵✾ ✾✶✳✾✵ ✾✷✳✺✼ ✾✸✳✵✸ ✾✸✳✶✾ ✾✶✳✾✾ ✾✷✳✹✾ ✾✶✳✶✻ ✾✸✳✻✷ ✾✹✳✹✹
❡ ✈ ✾✵✳✾✾ ✾✷✳✵✸ ✾✷✳✺✵ ✾✷✳✽✷ ✾✷✳✾✹ ✾✷✳✸✵ ✾✸✳✸✼ ✾✸✳✻✻ ✾✹✳✸✻ ✾✹✳✸✺
✐ ✈ ✾✵✳✾✾ ✾✷✳✵✸ ✾✷✳✹✷ ✾✷✳✼✶ ✾✷✳✽✼ ✾✷✳✷✹ ✾✸✳✸✹ ✾✸✳✾✵ ✾✹✳✷✻ ✾✹✳✸✽
❡ ✐ ✈ ✾✶✳✸✺ ✾✷✳✷✾ ✾✷✳✺✷ ✾✸✳✵✹ ✖ ✾✷✳✷✻ ✾✸✳✵✹ ✾✶✳✼✽ ✖ ✖
❇✐♦q✉❛❧✐ ✖ ✻✺ ✼✵ ✼✷ ✼✸ ✼✸ ✼✻ ✽✵ ✼✽ ✼✼ ✼✻
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✭♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✼✹✪✮✱ t❤✐s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ r❡♠♦✈❡s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐s✲
t❡♥t ❡❞❣❡s ✇✐t❤♦✉t ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❆❙P ❛❝❝✉r❛❝✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ s❛♠♣❧❡ s✐③❡✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ r❡♣❛✐r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ❡①❤✐❜✐t ♠✉❝❤ ✐♠♣❛❝t✳ ❉❡s♣✐t❡
♦❢ t❤✐s✱ ✇❡ st✐❧❧ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❵✈✬ ②✐❡❧❞s ❤✐❣❤❡r ❛❝❝✉r❛❝② t❤❛♥ ❵❡✬
❛♥❞ ❵✐✬✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤✐s ❣❛♣ ✐s ❣r❡❛t❡st ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❍❡❛ts❤♦❝❦✱ ✇❤❡r❡ ❵✈✬
❛❧s♦ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❛t❡✳
❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t r❡♣❛✐r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❵✈✬ ②✐❡❧❞s ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② t❤❛♥ ❵❡✬
✭✢✐♣♣✐♥❣ ❡❞❣❡ ❧❛❜❡❧s✮ ♦r ❵✐✬ ✭♠❛❦✐♥❣ ✈❡rt❡①❡s ✐♥♣✉t✮✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇✐t❤ ❍❡❛ts❤♦❝❦✱ s✉❣✲
❣❡sts t❤❛t r❡♣❛✐r✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t❤❛♥ r❡♣❛✐r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇rt t❤❡
❞❛t❛s❡ts ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❵❡✬ ❛♥❞ ❵✐✬ ❤❡r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦rr❡❝✲
t✐♦♥s✱ ❛✐♠✐♥❣ ❛t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♦r ♠✐ss✐♥❣ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✺✳✼✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ✭✾✵✪✮
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ✉s✐♥❣
❆❙P✱ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✶✶ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ✭ ❝❢✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺✮ ♥❡❡❞❡❞ t♦
❝♦♥❝✐❧✐❛t❡ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ♠✐❝r♦❛rr❛② ❞❛t❛s❡t✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✺✳✽✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❡❞❣❡ ❧❛❜❡❧s ✭❛❝t✐✈❛t✐♦♥
♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✮ ❛r❡ ✇❡❧❧✲❝✉r❛t❡❞ ✐♥ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s
q✉❡st✐♦♥❡❞ ❬❊❇❑+✵✽❪✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝✐❡s ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t
t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♣❡r❢❡❝t ❜✉t st✐❧❧ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ t❤❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♥❡ t♦ ❜❡ ♥♦✐s②✳
✺✳✸✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❲❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥s ❤♦✇ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦✉♥❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t✐♥❣ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ❞❛t❛ ✇rt ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ❞❛t❛s❡ts✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✴❞❛t❛s❡t
✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥s ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❡✐r r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ r❡❛❧
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✳
✶✵✽ ❝❤❛♣t❡r✺
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ r❡♣❛✐r✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠✐♥✲
✐♠❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦✜❧❡s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ♠✉t✉✲
❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❆s ❛ ✜♥❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣r❡❞✐❝t ✉♥♦❜s❡r✈❡❞
❞❛t❛ ❡✈❡♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥
r❡❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✲♠✐♥✐♠❛❧
r❡♣❛✐rs ✇❡r❡ ❤✐❣❤❧② ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❣❡♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡s ❢r♦♠
❉◆❆ ♠✐❝r♦❛rr❛②s t❡♥❞ t♦ ❜❡ ♥♦✐s② ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡✳ ■t ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ st❛rt ♣♦✐♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ♦r r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡s s✉❝❤ ❛s ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✳
✺✳✹ ■♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ ❚❋s ✐♥ t❤❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✲
✇♦r❦
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❖♥ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡❞ t❤❡ ❡❞❣❡
s✐❣♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛s❡ts✿ ✭✐✮
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ ❊✳ ❝♦❧✐ ❣❡♥❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥✳
❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ❊✳ ❝♦❧✐ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞
❞❛t❛s❡ts t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡
❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❉❉s ✭❝❢✳ ❆❧❣✳ ✸✮ ❛♥❞ ❆❙P✳ ❖✉r
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❡❞❣❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡❞❣❡ s✐❣♥s r❡♣♦rt❡❞
✐♥ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✳ ❲❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ ❬❱●▲❇+✵✽❪✳
✺✳✹✳✶ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❞❛t❛s❡ts ✉s❡❞ ✐♥ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s
❋♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ ❚❋ r♦❧❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❛t❛s❡ts✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✴❝♦❧❧❡❝t❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ ❊✳ ❝♦❧✐ ❣❡♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✿
✭❆✮ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❡♥❞✐✉♠ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②✳
❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ s✐❣♥❡❞ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ✐♥ ✷✵✵✻✱
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❚❋✲ ❛♥❞ σ✲❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✭✶✺✷✾ ♥♦❞❡s✱ ✸✽✵✷ ❡❞❣❡s✮✳ ❲❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛ ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s {Xi}✱ ✇❤❡r❡
i r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ith ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ ❣♦❡s ❢r♦♠ {1, . . . , 1529}✳ ❚❤✐s s❡t ♦❢
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② r❛♥❞♦♠✱ ❢♦r ✐ts ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♥s✐st❡♥❝② ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❝❢✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✸✮✳
✭❇✮ ❘❡❛❧ ❝♦♠♣❡♥❞✐✉♠✳ ❲❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛ ❝♦♠♣❡♥❞✐✉♠ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ♣✉❜❧✐❝❧②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❬❋❍❚+✵✼✱ ❈❍●+✵✻❪✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛s❡ts ✇❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❞❛t❛s❡ts ✇❡r❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡
s❡r✐❡s ❡♥❞s ✇✐t❤ st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❧❛st st❛t❡ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡♥✱
✇❡ s♦rt❡❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣❡♥❡s ✐♥ ❢♦✉r ❝❧❛ss❡s✿ ✷✲❢♦❧❞ ✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞✱ ✷✲❢♦❧❞ ❞♦✇♥✲
r❡❣✉❧❛t❡❞✱ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛♥❞ ③❡r♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② t❤❡ t✇♦ ✜rst
■♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ ❚❋s ✐♥ t❤❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦ ✶✵✾
❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ♠❛♣♣❡❞ t❤❡♠ ✐♥t♦ {✰,❂} ❝❤❛♥❣❡s✳ ❋♦r s♦♠❡ ♥❡t✇♦r❦ ❡❞❣❡s✱ ♥❡✐t❤❡r
t❤❡ ✐♥♣✉t ♥♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t ♠❛② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡
❣❛t❤❡r❡❞ ✻✶ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦✈❡r✲❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❣❡♥❡✲❞❡❧❡t✐♦♥✱
❛♥❞ str❡ss ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ✈❡r✐✜❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❛t
t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ❛
❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧s ✐♥ ❛❧❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡
♦♥❡ ❛❧t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
✺✳✹✳✷ ❙tr❡ss ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✿ ❤♦✇ ♠❛♥② ❞♦ ②♦✉ ♥❡❡❞❄
❋♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦✜❧❡s✱
t❤❡r❡ ❛r❡ ❡❞❣❡ s✐❣♥s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❤❛s t❤✉s ❛
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t✱ r❡❢❡rr❡❞ ❤❡r❡ ❛s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❡❞❣❡ s✐❣♥s✱ t❤❛t
✐s ✉♥✐q✉❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣②✳ ■❢ ♦♥❧② s♦♠❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞✴♦r ❞❛t❛ ✐s ♠✐ss✐♥❣✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥❢❡rr❡❞ ❡❞❣❡ s✐❣♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦✇❡r✳
❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡rN ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ r❡❝♦✈❡r❡❞
❡❞❣❡ s✐❣♥s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ s❡ts ♦❢ N ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✭❝❢✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✸✮✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✲
✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ r❡❝♦✈❡r❡❞ s✐❣♥s ❢♦r t❤❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡
❣r❛♣❤✱ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ✐♥ ✷✵✵✻ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❚❋✲ ❛♥❞ σ✲❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s
✭✶✺✷✾ ♥♦❞❡s✱ ✸✽✵✷ ❡❞❣❡s✮✳
❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥s
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✭❝❢✳ ❝♦♠♣❡♥❞✐✉♠ ❆ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✮✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✉s✐♥❣ ✜rst ❚❉❉s ✭❝❢✳ ❆❧❣✳ ✸✮
t♦ ✜♥❞ ♠♦st ✭✐❢ ♥♦t ❛❧❧✮ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ s✐♥❣s ♦❢ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❆❙P ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞
❡①❛❝t❧② ❛❧❧ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s✐❣♥s ♦❢ ❡❞❣❡s✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛t ♠♦st ✹✵✳✽✪ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥s ✐♥
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❡❞❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ 1551 ❡❞❣❡s ✭Mmax✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ ✭♠♦r❡ t❤❛♥ 250✮
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❞♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭N✮ ♦♥ t❤❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ N ✭❢r♦♠ ✺ t♦ ✷✵✵✮✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✶✵✵ s❡ts ♦❢ N ❝♦♠♣❧❡t❡
r❛♥❞♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣❡r✲
❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ N ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t✐st✐❝s ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺✳
❲❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡
✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺✳ ▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥t❛✐♥s M1 s✐♥❣❧❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ❢r♦♠ ♦♥❧② ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ ❛
s❡❝♦♥❞ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥s ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p ✭0 < p < 1✮
♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ♣❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❢❡rr❡❞ s✐❣♥s
❢♦r ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s M(1) = M1 + pM2✱ ✇❤❡r❡ M2 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❙✉♣♣♦s✐♥❣ ♥♦✇ t❤❛t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❢❛✐❧✉r❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❢❡rr❡❞ s✐❣♥s ❢♦r N ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✿
✶✶✵ ❝❤❛♣t❡r✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ✭❇♦t❤✮ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✉s✐♥❣ N ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✭❝❢✳ ❝♦♠♣❡♥❞✐✉♠ ❆✮✳ ❚❤❡ ❨✲❛①✐s r❡❢❡rs t♦ t❤❡
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❡❞❣❡ s✐❣♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛
Y = M1 + M2(1− (1− p)
X)❀ M1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♥❣❧❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❢❡rr❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ❢r♦♠ ❛♥② ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦✜❧❡✱ ❛♥❞ M2 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥s ✐♥❢❡rr❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
p ✭0 < p < 1✮ ♣❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
✭▲❡❢t✮ ❙t❛t✐st✐❝s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❊✳ ❝♦❧✐ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛t ❛t ♠♦st 37.3✪ ♦❢ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ❡❞❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦✜❧❡s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ✐♥✲
❢❡rr❡❞ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ M1 = 609 t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥s ✐♥❢❡rr❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ❢r♦♠
❛♥② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ M2 = 811 s✐❣♥s ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❝❤
❛✈❡r❛❣❡ ✐s p = 0.049 ♣❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✸✵ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♥❢❡r ✸✸✪ ♦❢
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ✭❘✐❣❤t✮ ❙t❛t✐st✐❝s ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❣r❛♣❤✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡❞ M1 = 18 ❛♥❞
M2 = 9✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t❡ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s 47, 4✪✳ ❙✐♥❝❡ p = 0.0011✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✉s✐♥❣
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭N = 100 t♦ ✐♥❢❡r ✸✸✪ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✮✳
M(N) = M1 +M2(1 − (1 − p)
N )✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ M1 +M2 < E ✭E ✐s t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s✮✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❡❞❣❡s ✇❤✐❝❤ s✐❣♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞✳
❋♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❛ ❢❡✇ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤
t♦ ✐♥❢❡r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✸✵ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥
♣r♦✜❧❡s ♠❛② ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♥❢❡r ♦♥❡ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭✶✷✻✼ r❡❣✉❧❛t♦r② r♦❧❡s✮✳ ❆❞❞✐♥❣
♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥❢❡rr❡❞ s✐❣♥s✳ ❋♦r
N > 100 ✇❡ ❛r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ ❝❧♦s❡ t♦ ✸✼✳✸✪ ✭t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦M = 1420
s✐❣♥❡❞ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✮✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ ✐s M = M1 +M2 = 1420
✇❤✐❝❤ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ M < Mmax✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✭t♦ ♦❜t❛✐♥ Mmax ♦♥❡ ❤❛s t♦ ♣❡r❢♦r♠ N > 250 ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮✱ s✉❣✲
❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ ❤❛s ❛ ✈❡r② ✇❡❛❦ s❧♦♣❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ s✐❣♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛r❡ ✇❡❛❦❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ M1✱ M2✱ ❛♥❞ p
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✿ ❧❛r❣❡ p✱ M1✱ ❛♥❞ M2 ♠❡❛♥ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✺✳✾✳ ❚♦ r❡❝♦✈❡r ♦♥❡ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ s✐❣♥s
♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❚❋✲ ❛♥❞ σ✲❣❡♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✸✵
❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦✜❧❡s ♠✉st ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦♥s✐st❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
■♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ ❚❋s ✐♥ t❤❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦ ✶✶✶
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts✳
✺✳✹✳✸ ■♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦r❡
❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❤❛❞ ✷✽ ♥♦❞❡s
❛♥❞ ✺✼ ❡❞❣❡s ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✸✮✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r❡s✉❧ts ❢♦r t❤✐s s♠❛❧❧❡r ❣r❛♣❤✳ ◆♦t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❛ r❛t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r
✇❤❡♥ ✐♥❢❡rr✐♥❣ s✐❣♥s ♦♥ ❛ ❝♦r❡ ❣r❛♣❤ t❤❛♥ ♦♥ ❛ ✇❤♦❧❡ ❣r❛♣❤ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳
✺✳✶✺✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞❡❞ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s✐♥❝❡ t❤❡
s❡ts ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ N = ✺✵ t♦ ✷✵✵✵ r❛♥❞♦♠ ♣r♦✜❧❡s✳
❚✇♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞✳ ❋✐rst✱ ❛ ❣r❡❛t❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s
r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡❀ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ❝♦r❡ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥❢❡r t❤❛♥ t❤❡
r❡st ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❋✐❣✳ ✺✳✶✺ ❞✐s♣❧❛②s ❛ ♠✉❝❤ ❧❡ss ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r
t❤❡ ❝♦r❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡
str♦♥❣❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ s✐❣♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❛①✐♠✉♠
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✭✷✼ s✐❣♥s ♦✈❡r ✺✼✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❧r❡❛❞② ❢r♦♠ ❛❜♦✉t ✹✵✵
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✱ ②❡t✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts ✇✐t❤ ✹✵✵ ♣r♦✜❧❡s ✐♥❢❡r ♦♥❧② ✷✷ s✐❣♥s✳
❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥❢❡r✱ ❜✉t
❛❧s♦ t❤❛t ❛ ❜r✉t❡ ❢♦r❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮ ♠❛② ❢❛✐❧
❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ✉s t♦ ❛♣♣❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ t❤❛t
✐s✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤✐❧❡
✐♥❢❡rr✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② r♦❧❡s✳
❚❤✐s ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡s ✇❤② ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❤❡♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st❛♥❞s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡
❣r❛♣❤✱ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❤❡♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❝❝✉r
✭❡✳❣✳ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞s✮✱ t❤✉s✱ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❬❉❏✵✷❪✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✺✳✶✵✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❢❡rr❡❞ ❡❞❣❡ s✐❣♥s
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦♣♦❧♦❣②✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦r❡
♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦✱ ♠♦r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ✐ts ❡❞❣❡s✳
✺✳✹✳✹ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳
❚❤❛t ✐s✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ✐♥ {✰,❂}✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ r❡❛❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✱ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❞✉❡
t♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❆ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♥❡t✇♦r❦ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ♠✐ss✐♥❣
❞❛t❛✳
❲❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❋♦r t❤✐s✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✭N = 30 ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❊✳ ❝♦❧✐
♥❡t✇♦r❦✱ N = 30 ❛♥❞ N = 200 ❢♦r ✐ts ❝♦r❡✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❛ ❣r♦✇✐♥❣
✶✶✷ ❝❤❛♣t❡r✺
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥❢❡rr❡❞
r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✻✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ✭❆❧❧✮ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✭✶✺✷✾
♥♦❞❡s✱ ✸✽✵✷ ❡❞❣❡s✮ ❢r♦♠ ♣❛rt✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ■♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
N ✐s ✜①❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ Mi = M
max
i − d ∗ f ∗Mtotal✱
✇❤❡r❡ Mmaxi ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❢❡rr❡❞ ❡❞❣❡ s✐❣♥s ❢r♦♠ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✱ d ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✐❣♥s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐♥❢❡rr❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞✱ f ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦❞❡s✱
❛♥❞ Mtotal ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳
✭▲❡❢t✮ ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ✉s❡❞ ✸✵ s❡ts ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✭N = 30✮✳ ❲❡
❡st✐♠❛t❡❞ d = 0.14✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❡ ❧♦s❡ ♦♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✐❣♥ ❢♦r ❛❜♦✉t ✼ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥
t❤❡ ♣r♦✜❧❡s✳ ✭▼✐❞❞❧❡✮ ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❝♦r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭N = 30✮✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡❞ d = 0.21✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡
♥❡t✇♦r❦✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ✭❘✐❣❤t✮ ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❝♦r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭N = 200✮✳
❲❡ ❡st✐♠❛t❡❞ d = 0.36✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦
♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳
■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✭✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❝♦r❡✮ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r✲
❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❧✐♥❡❛r✳ ❙✐♠♣❧❡
❛r❣✉♠❡♥ts ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✳ ■❢ ♥♦t ♦❜s❡r✈✐♥❣ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ✐♠♣❧✐❡s ❧♦s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ d ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✐❣♥s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② Mi = Mmaxi − d ∗ f ∗Mtotal✱ ✇❤❡r❡ M
max
i ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐♥❢❡rr❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✭♥♦ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✮✱ f ✐s t❤❡
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ Mtotal ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
❦❡❡♣ Mi ♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ d ♠✉st ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ f ✳ ❖✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡
❝♦♥st❛♥❝② ♦❢ d ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❡①t❡♥❞ t♦ r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ f ✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♦✉r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s r♦❜✉st ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ♣r❛❝✲
t✐❝❛❧ ✉s❡✳ ❋♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞ d = 0.14✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❡
❧♦s❡ ♦♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✐❣♥ ❢♦r ❛❜♦✉t ✼ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✱ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✭t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ d ✐s ❧❛r❣❡r✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❧♦s❡ ♦♥❡ s✐❣♥ ❢♦r ❛❜♦✉t ✹✳✽ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✮✳ ❋♦r t❤❡
❝♦r❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✐♥❝r❡❛s❡s d ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②
t♦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✺✳✶✶✳ ❲❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐ss✲
✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡ts✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✇❡
♠✐ss ♦♥❡ ❡❞❣❡ s✐❣♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❜♦✉t ✼ ♠✐ss✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳
■♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ ❚❋s ✐♥ t❤❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦ ✶✶✸
✺✳✹✳✺ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧ ❝♦♠♣❡♥❞✐✉♠ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s
❋♦r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ✐♥ ✷✵✵✼
✭✶✹✶✺ ♥♦❞❡s✱ ✷✽✾✾ ❡❞❣❡s✮✳ ❚❤✐s ❣r❛♣❤ ✇❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥❧② ♦❢ ❚❋✲❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡
✉s❡❞ ❛ r❡❛❧ ❝♦♠♣❡♥❞✐✉♠ ♦❢ ❊✳ ❝♦❧✐ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✻✶ ❞❛t❛s❡ts ✭❝❢✳
❝♦♠♣❡♥❞✐✉♠ ❇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✮✳
❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❣r❛♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❉❉s ✭❝❢✳ ❆❧❣ ✸✮ t♦ t❤❡ ✉♥s✐❣♥❡❞
❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ t❤❡ ✻✶ ❞❛t❛s❡ts✳ ■♥ t❤❡s❡ ❞❛t❛s❡ts✱ ✶✷✳✾✪ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
♣r♦❞✉❝ts ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❲❤❡♥ s✉♠♠✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✶✼✳✷✪ ✭✹✾✼✮ ♦❢
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❡❞❣❡s ✭✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t✮ ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳
❲❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✶✺✷ ❡❞❣❡ s✐❣♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭✸✵✪ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡✮✳
❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✐❣♥s✿ ✷✽✳✸✪ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
✇❡r❡ ❢❛❧s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❙♦✉r❝❡s ♦❢ ❡rr♦rs ♠❛② ❧✐❡ ♦♥ ♥♦♥✲♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭♣♦ss✐❜❧②
❡✛❡❝ts ♦❢ ❛❜s❡♥t s✐❣♠❛✲❢❛❝t♦rs✮✱ ♦r ✐♥ ✉s✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❊✳ ❝♦❧✐ str❛✐♥s✳
❲❡ ✜❧t❡r❡❞ ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳ ❖♥ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❡ ✉s❡❞
❛ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r k r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡❞❣❡ s✐❣♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❋♦r ❛ ✜❧t❡r✐♥❣ ✈❛❧✉❡ k✱
❛❧❧ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❧❡ss t❤❛♥ k ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ r❡❥❡❝t❡❞✳ ❲❡ ✉s❡❞
✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r k = {1, · · · , 5}✳ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡s ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
q✉❛❧✐t② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ r❡t❛✐♥ ♦♥❧② r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r k = 5✱ ✇❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✹✶
❡❞❣❡ s✐❣♥s✱ ♦❢ t❤❡♠✱ ♦♥❧② ✶ ✇❛s ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭✷✳✺✪ ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✮✳ ❲❡
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ✇❛② t♦ str❡♥❣t❤❡♥ ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✐s ♥♦t ♣r❡❝✐s❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✼❆✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❆✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠✲
♣❡♥❞✐✉♠ ♦❢ ✻✶ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞❛r❦ ❛♥❞ ❧✐❣❤t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❛rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲✐t❤♦✉t ✜❧t❡r✐♥❣✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✷✽✳✸✪ ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✳
❲✐t❤ ✜❧t❡r✐♥❣ ✕ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ s✐❣♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② k ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✕ t❤❡
r❛t❡ ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ✷✳✺✪✳ ❇✳ ❆♠❜✐❣✉♦✉s ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✻✶ ❞❛t❛s❡ts✳
❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❞❛t❛s❡ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♣r❡❞✐❝t t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥ ♦♥ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧s♦ ❞❡t❡❝t❡❞ s❡✈❡♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭s❡❡ ❋✐❣✳
✺✳✶✼❇✮✳ ❆ ❧✐st ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛ss❛②s t❤❛t ②✐❡❧❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✶✶✹ ❝❤❛♣t❡r✺
✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❲❡❜ s✐t❡ ♦❢ ❬❱●▲❇+✵✽❪ ❛t✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐r✐s❛✳❢r✴
s②♠❜✐♦s❡✴✐♥t❡r❛❝t✐♦♥◆❡t✇♦r❦s✴s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r②■♥❢❡r❡♥❝❡✳❤t♠❧✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s
t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ♥♦♥✲♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡ts ✐♥ t❤❡
❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤s✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✺✳✶✷✳ ❲❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✸✵✪ ♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❡❞❣❡
s✐❣♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱
✉s✐♥❣ ✻✶ r❡❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ✼✶✪ ♦❢ t❤❡s❡ ❡❞❣❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❡❞❣❡ s✐❣♥s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✳
✺✳✹✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❣❡♥✲
❡r❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ♠♦st ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥ ✐♥❝❧✉❞❡
❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s ❬❋▲◆P✵✵❪✱ ❧✐♥❡❛r ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❖❉❊✮ ❬❉❇❚●+✵✺✱
❇❉●❞❇✵✻❪ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✴❝❛✉s❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❬◆❚■▼✵✺✱ ❳✈❞▲✵✺✱ ▼◆❇+✵✻❪ ✭s❡❡ ❬❇❇❆■❞❇✵✼❪
❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛s❡ts✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ t❤❛t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❚❤❡② r❡❧② ❡✐t❤❡r ♦♥ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ✭❧✐❦❡ ✐♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✮✱ ♦r ♦♥ r♦❜✉st st❛t✐st✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
❛♥❞ ✐ts ❦✐♥❡t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❛♠♣❧❡s t❤❡② r❡q✉✐r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ✉s❡❞✳ ■t ✐s ♦❢t❡♥ st❛t❡❞
❬❇❇❆■❞❇✵✼✱ ▼◆❇+✵✻❪ t❤❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ✶✵✵ t♦ ✸✵✵ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞
❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ s✉❝❤ s✐③❡✱ t❤❡
✉s✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r✳ ❖✉r
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠❡❛♥t t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡s r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✶ t♦ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢
❤✉♥❞r❡❞s✱ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ t❤✉s ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥❞❡❡❞
♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛❜♦✉t ✸✵✪ ♦❢
t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✸✵ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ❲❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s ✐s ❝❧♦s❡ t♦
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ❝♦♥✜r♠❡❞ ✉s✐♥❣ r❡❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♥❡t✇♦r❦✿ ✇❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✸✵✪ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t✲
♣✉t ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✉s✐♥❣ ✻✶ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳
❯s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡♠✳ ◆♦t s✉r✲
♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❤❛s ❛ str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ❚❤✐s ✇❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ st❛t✐st✐❝s ♦♥ ❜♦t❤ ❛
❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ✐ts ❝♦r❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥
♦✈❡r✲r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦✲❢r❡❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ❝❛s❝❛❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❚❋s✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❢❡rr❡❞ s✐❣♥s ❣r♦✇s ❛❧♠♦st ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②
✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❝♦r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ♦❜❡② t❤❡ s✐♠✲
♣❧❡ ❧❛✇ ✏t❤❡ ♠♦r❡ ②♦✉ ♦❜s❡r✈❡✱ t❤❡ ❜❡tt❡r✑✱ s♦♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❜❡✐♥❣ ❝❧❡❛r❧② ♠♦r❡
✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ t❤❛♥ ♦t❤❡rs✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦r❡ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥❢❡r ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r
t❤❡s❡ ❝♦r❡ ♥❡t✇♦r❦s✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ♠❛② ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞✳ ❋✐rst✱ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠♦r❡
■♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ ❚❋s ✐♥ t❤❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦ ✶✶✺
❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡s❡ r❡str✐❝t❡❞ s✉❜♥❡t✇♦r❦s ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❬❉❏✵✷❪✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐♥ ♦✉r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
✶✶✻ ❝❤❛♣t❡r✺
❈❤❛♣t❡r ✻
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❊✉❦❛r②♦t❡ ♥❡t✇♦r❦s
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧
♥❡t✇♦r❦✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♦r❣❛♥✐s♠ ✐s ✈❡r② ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞✱ ✐ts tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠❛✲
❝❤✐♥❡ ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡✉❦❛r②♦t✐❝ ♦r❣❛♥✐s♠s✳ ❖♥❡ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
♣r♦❦❛r②♦t❡s ❛♥❞ ❡✉❦❛r②♦t❡s ✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡
♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❡✉❦❛r②♦t✐❝ ❝❡❧❧s✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐s t❤❛t ✐♥ ❡✉❦❛r②♦t✐❝ ❝❡❧❧s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♣♦st✲tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛❢t❡r t❤❡
♠❘◆❆ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣r♦❦❛r②♦t✐❝ ❝❡❧❧s ♠❘◆❆ ✉s✉❛❧❧② st❛②s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t✇♦ ❡✉❦❛r②♦t✐❝
r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦
♦❢ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ ❤✉♠❛♥
♦♥❝♦❣❡♥❡✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❛❧②s❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ♦✈❡r t❤❡s❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✳ ■♥ ♦✉r ✜rst st✉❞② ✇❡ s❤♦✇
❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡
❡✉❦❛r②♦t✐❝ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ♣r♦❦❛r②♦t✐❝ ♠♦❞❡❧❀ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❱●▲❇+✵✽❪✳ ■♥ ♦✉r s❡❝♦♥❞ st✉❞②✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡
❤♦✇ ✇❡ ❛❞❛♣t❡❞ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s♣❡❝✐✜❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦st✲
tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳
✻✳✶ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦
❚❤❡ ❜✉❞❞✐♥❣ ②❡❛st ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ❡✉❦❛r②♦t✐❝ ♠♦❞❡❧
♦r❣❛♥✐s♠s ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛♥❞ ❝❡❧❧ ❜✐♦❧♦❣②✳ ❖♥ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥t ✇❡ ✉s❡❞ ✐ts tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧
r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ♦✉r ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡
♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts❀ ✇❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ t❤❡♠ ✐♥ ❬❱●▲❇+✵✽❪✳
✻✳✶✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦✉r❝❡s t❤❛t ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡
✉♥s✐❣♥❡❞ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬▲❘❘+✵✷❪
✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■t ✐s ❛ st✉❞② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉♥❞❡r
♥✉tr✐❡♥t r✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❈❤■P✲❝❤✐♣ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♦❢ ✶✵✻
✶✶✼
✶✶✽ ❝❤❛♣t❡r✻
❚❋s✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ②❡❛st ❚❋s t❤❛t ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ r❡❣✉❧❛t❡ s♣❡❝✐✜❝
❣r♦✉♣s ♦❢ ❣❡♥❡s ❜② ❞✐r❡❝t ❜✐♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❉◆❆ ✈❛r② ❢r♦♠ ✶✹✶ t♦ ✷✵✾✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳ ■♥ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ♣❛♣❡rs ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❈❤■P✲❝❤✐♣ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✷✵✸ ②❡❛st ❚❋s ✐♥ r✐❝❤ ♠❡❞✐❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✽✹ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❣✉❧❛t♦rs ✐♥ ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❬❍●▲+✵✹❪✳ ❆♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ r❡✜♥❡❞ ✐♥
✷✵✵✺ ❜② ▼❛❝■s❛❛❝ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬▼❲●+✵✻❪✳ ❖t❤❡r st✉❞✐❡s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ t♦ ✇♦r❦ ♦♥
t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬❳✈❞▲✵✺✱ ❙❙❘+✵✸✱ ◆❚■▼✵✺✱ ❇❇❆■❞❇✵✼❪✳ ❍❡r❡
✇❡ s❡❧❡❝t❡❞ t✇♦ ♦❢ t❤❡s❡ s♦✉r❝❡s ✭❬▲❘❘+✵✷❪ ❛♥❞ ❬▼❲●+✵✻❪✮ t♦ ❜✉✐❧❞ ❢♦✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡
❣r❛♣❤s ❢♦r ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐st ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡t✇♦r❦s ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞
✐♥ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❲❡❜ s✐t❡ ♦❢ ❬❱●▲❇+✵✽❪ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐r✐s❛✳❢r✴
s②♠❜✐♦s❡✴✐♥t❡r❛❝t✐♦♥◆❡t✇♦r❦s✴s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r②■♥❢❡r❡♥❝❡✳❤t♠❧✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡
❣r❛♣❤s ❜✉✐❧t ❢♦r ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✇❡r❡✿
✭❆✮ ❚❤❡ ✜rst ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ❈❤■P✲❝❤✐♣
r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬▲❘❘+✵✷❪✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛
P✲✈❛❧✉❡ ♦❢ 0.005✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐t t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦✉t♣✉t
❡❞❣❡✳ ❚❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❑P❙❚✵✸❪✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ✸✶ ♥♦❞❡s ❛♥❞
✺✷ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
✭❇✮ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
❚❋s s❤♦✇♥ ❜② ❬▲❘❘+✵✷❪ ✇✐t❤ ❛ P✲✈❛❧✉❡ ❜❡❧♦✇ 0.001✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ✼✵ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✾✻
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
✭❈✮ ❚❤❡ t❤✐r❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❚❋s ❛s ✐♥❢❡rr❡❞ ✐♥
❬▼❲●+✵✻❪ ❢r♦♠ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❛ P✲✈❛❧✉❡ ♦❢ 0.001 ❛♥❞ ✷ ❜✐♥❞✐♥❣s✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ✽✸ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✶✸✶ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
✭❉✮ ❚❤❡ ❧❛st ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❣❡♥❡s
❛♥❞ r❡❣✉❧❛t♦rs s❤♦✇♥ ❜② ❬▲❘❘+✵✷❪ ✇✐t❤ ❛ P✲✈❛❧✉❡ ❜❡❧♦✇ 0.001✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ✷✹✶✾
♥♦❞❡s ❛♥❞ ✹✸✹✹ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
✻✳✶✳✷ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❞❛t❛s❡ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡ts ♦❢ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❚❋ r♦❧❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss✿
✭P✶✮ ●❡♥❡✲❞❡❧❡t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ❲❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✷✶✵ ❣❡♥❡✲❞❡❧❡t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥
❬❍▼❏+✵✵❪✳
✭P✷✮ ❙tr❡ss ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝✉r❛t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❙❛❝❝❤❛r♦♠②❝❡s ●❡♥♦♠❡ ❉❛t❛❜❛s❡ ✭❙●❉✱ ❬❍❇❈+✵✶❪✮✳ ❲❤❡♥ t✐♠❡ s❡r✐❡s
♣r♦✜❧❡s ✇❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❡ s❡❧❡❝t❡❞ t❤❡ ❧❛st t✐♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛rr❛②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ tr❡❛t❡❞ 15 ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❛rr❛② ✇❡ s♦rt❡❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣❡♥❡s ✐♥ ❢♦✉r ❝❧❛ss❡s✿ ✷✲❢♦❧❞ ✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞✱ ✷✲❢♦❧❞
❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞✱ ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞✱ ❛♥❞ ♥✉❧❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥✳
❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✶✶✾
❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ▲✐st ♦❢ ❣❡♥♦♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
♣r♦❝❡ss✳ ❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ st❡❛❞② st❛t❡ s❤✐❢t ❛♥❞ t❤❡✐r ❝✉r❛t❡❞ ❞❛t❛ ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❙❛❝❝❤❛r♦♠②❝❡s ●❡♥♦♠❡ ❉❛t❛❜❛s❡✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t ■❉ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❘❡❢❡r❡♥❝❡
❊✶ ❉✐❛✉①✐❝ ❙❤✐❢t ❬❉■❇✾✼❪
❊✷ ❙♣♦r✉❧❛t✐♦♥ ❬❈❉❊+✾✽❪
❊✸ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙♥❢✷ ♠✉t❛♥t ❬❙■❇❲✵✵❪
❊✹ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙✇✐✶ ♠✉t❛♥t ❬❙■❇❲✵✵❪
❊✺ P❤♦ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ❬❖❉❇✵✵❪
❊✻ ◆✐tr♦❣❡♥ ❉❡♣❧❡t✐♦♥ ❬●❙❑+✵✵❪
❊✼ ❙t❛t✐♦♥❛r② P❤❛s❡ ❬●❙❑+✵✵❪
❊✽ ❍❡❛t ❙❤♦❝❦ ❢r♦♠ 21◦❈ t♦ 37◦❈ ❬●❙❑+✵✵❪
❊✾ ❍❡❛t ❙❤♦❝❦ ❢r♦♠ 17◦❈ t♦ 37◦❈ ❬●❙❑+✵✵❪
❊✶✵ ❲✐❧❞ t②♣❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❉◆❆✲❞❛♠❛❣✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❬●❍▼+✵✶❪
❊✶✶ ▼❡❝✶ ♠✉t❛♥t r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❉◆❆✲❞❛♠❛❣✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❬●❍▼+✵✶❪
❊✶✷ ●❧②❝♦s②❧❛t✐♦♥ ❞❡❢❡❝ts ♦♥ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❬❈❙●+✵✹❪
❊✶✸ ❈❡❧❧s ❣r♦✇♥ t♦ ❡❛r❧② ❧♦❣✲♣❤❛s❡ ✐♥ ❨P❊ ❬❘❍✵✻❪
❊✶✹ ❈❡❧❧s ❣r♦✇♥ t♦ ❡❛r❧② ❧♦❣✲♣❤❛s❡ ✐♥ ❨P● ❬❘❍✵✻❪
❊✶✺ ❚✐tr❛t❛❜❧❡ ♣r♦♠♦t❡r ❛❧❧❡❧❡s ✲ ❊r♦✶ ♠✉t❛♥t ❬▼❉❍+✵✹❪
✻✳✶✳✸ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❣❡♥❡✲❞❡❧❡t✐♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s
❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❣r❛♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❉❉s ✭❝❢✳ ❆❧❣✳ ✸✮ t♦ t❤❡ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❉✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✷✹✶✾ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✹✸✹✹ ❡❞❣❡s✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s P✶ ✭✷✶✵ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤✐s ♣❛♥❡❧ ✐s q✉✐t❡
s♠❛❧❧✱ s✐♥❝❡ 1.6✪ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❛♥❞ ✶✷✪
♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ✭✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t✮ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♣r♦✜❧❡✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❞❛t❛ ✇❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✶✻✷ ❡❞❣❡ s✐❣♥s✳ ❲❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛
❧✐t❡r❛t✉r❡✲❝✉r❛t❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ♦♥ ❨❡❛st ❬◆●❇❇❑✵✷❪✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✶✻✷ s✐❣♥✲
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ✶✷ ✇❡r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛♥❞ ✾ ✇✐t❤ ❛
❣♦♦❞ s✐❣♥✳
●❡♥❡✲❞❡❧❡t✐♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡
♣❛t❤ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s ❬❨■❏✵✹✱ ❨▼▼+✵✺❪✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❦♥♦❝❦✲
♦✉t ❞❛t❛✳ ❖t❤❡r s✐❣♥✲r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s ♥❡❡❞❡❞ ❡✐t❤❡r ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ♦❢ ❣❡♥❡✲
r❡❣✉❧❛t♦r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♣r♦♠♦t❡r ❜✐♥❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✱ ♦r
t✐♠❡✲s❡r✐❡s ❞❛t❛ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❬❙❙❘+✵✸✱ ❙❊✵✺✱ ❇❇❆■❞❇✵✼❪✳
❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤
❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r t❤❛t ✷✸✹ r♦❧❡s ♦❢ ✇✐❞❡❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣❛t❤s ✇❡r❡
✐♥❢❡rr❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s ✇✐t❤ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✶✻✷ r♦❧❡s ✇❡r❡ ✐♥❢❡rr❡❞✱ ♠❛✐♥❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡
❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❇♦t❤ r❡s✉❧ts ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ♦♥ ✶✼ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ r♦❧❡ ✇❛s r❡♣♦rt❡❞✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②
t♦ t❤❡ ♣❛t❤ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s✳ ❖✉r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥ ❬❨■❏✵✹✱ ❨▼▼+✵✺❪
♥❡t✇♦r❦ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐❞❡♥t✐❢② ♣r♦❜❛❜❧❡ ♣❛t❤s ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣
❛ ❣❡♥❡ ❦♥♦❝❦✲♦✉t t♦ ❣❡♥❡s t❤❛t ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❛t ❦♥♦❝❦✲♦✉t✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛rr② t❤❡ ❧❛r❣❡st
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥❢❡rr❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♥❡❛r t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢
✶✷✵ ❝❤❛♣t❡r✻
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❜✉t ♥♦t ❡①❛❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛s ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱
t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ t♦♦ ✐♥tr✐❝❛t❡ t♦ ❜❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤✉s✱ ✇❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦r❡✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✻✳✶✳ ❆❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r✲
❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
✭✷✹✶✾ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✹✸✹✹ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✮ ✉s✐♥❣ ✷✶✵ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✶✻✷ ❡❞❣❡ ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥s✳ P❛t❤ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s ✐♥❢❡rr❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ✷✸✹ ❚❋ r♦❧❡s✳ ❖✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✇✐t❤ t❤✐s st✉❞②✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✐♦♥s✳
✻✳✶✳✹ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ str❡ss ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❡①♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
P✶ ♣r♦✜❧❡s✱ ✇❡ ✉s❡❞ str❡ss ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛♥❡❧
♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s P✷ ✭✶✺ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮✳ ❲❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦✉r ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❣r❛♠
♦♥ t❤❡ ❢♦✉r ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡❞❣❡ s✐❣♥s✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❉✱ ✇❡
✜❧t❡r❡❞ t❤❡ ❡❞❣❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ k = 3✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦✉r r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡
t♦t❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡❞❣❡ s✐❣♥s t♦ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤s ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ✐t
❜② t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r❛t❡ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✶✾✪ t♦ ✸✼✪✳ ❚❤✉s✱ t❤❡② ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✮ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❢♦✉r ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s✳ ✷✲❢♦❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ✶✺ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ■♥✴❖✉t ♦❜s❡r✈❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② r❛t❡
r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s✐❣♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡ ✐❢ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✴♦✉t ♥♦❞❡s ♦❢ ♦♥❡ ❡❞❣❡ ❧❡❛❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ■♥❢❡rr❡❞ s✐❣♥s ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥s ✜①❡❞ ✐♥ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ {✰,❂} ✇❛② ❜② ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
■♥✢✉❡♥❝❡
◆♦❞❡s ❊❞❣❡s
❆✈❡r❛❣❡ ■♥✴❖✉t ■♥❢❡rr❡❞ {✰,❂} ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❚♦t❛❧
❣r❛♣❤ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡❞❣❡ s✐❣♥s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ■♥❢❡r❡♥❝❡
♥♦❞❡s s✐♠✉❧t❛♥✳ ❡❞❣❡s
✭❆✮ ✸✶ ✺✷ ✷✽✪ ✽✽✪ ✶✶ ✸ ✷✻✳✽✪
✭❇✮ ✼✵ ✾✻ ✷✻✪ ✼✷✪ ✷✾ ✼ ✸✼✳✹✪
✭❈✮ ✽✸ ✶✸✶ ✸✸✪ ✻✾✪ ✷✶ ✹ ✶✾✪
✭❉✮ ✷✹✶✾ ✹✸✹✹ ✸✵✪ ✺✷✪
♥♦ ✜❧t❡r✿ ✻✸✶
✻✽✷ ✸✷✪
✜❧t❡r ❦ ❂ ✸✿ ✶✾✽
❲❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
❣r❛♣❤ ❉✱ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✲❝✉r❛t❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬◆●❇❇❑✵✷❪✳
❖❢ t❤❡ ✻✸✶ {✰,❂} s✐❣♥s ♦❢ ❡❞❣❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇❤❡♥ ♥♦ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✷✸ ✇❡r❡ r❡❢❡r✲
❡♥❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛♥❞ ✶✻ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ s✐❣♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
♦❢ t❤❡ ✶✾✽ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜❧t❡r ♣❛r❛♠❡t❡r k = 3✱ ✶✾ ✇❡r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ✇✐t❤
❛ ❦♥♦✇♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛♥❞ ✶✽ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ s✐❣♥✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❊✳ ❝♦❧✐✱
✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ✇❛② t♦ str❡♥❣t❤❡♥ ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶ ✇❡
✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢♦r ◆❡t✇♦r❦ ❇✳
❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✶✷✶
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❇✳ ❖♥❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❚❋s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆
t♦t❛❧ ♦❢ 29 ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♥❢❡rr❡❞✳ ●r❡❡♥ ❛♥❞ r❡❞ ❛rr♦✇s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐♥❢❡rr❡❞ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s
❛♥❞ r❡♣r❡ss✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇❧✉❡ ❛rr♦✇s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❞❡t❡❝t❡❞✳
❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❡❞❣❡s ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s ❆✱ ❇✱ ❛♥❞ ❈
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s r❡❢❡r t♦ ❡❞❣❡s ✇❤✐❝❤ s✐❣♥ ✐s s❡t t♦ ❵✰✬
❜② ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ❵❂✬ ❜② ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❢♦r
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❉ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❲❡❜s✐t❡ ♦❢ ❬❱●▲❇+✵✽❪✳ ❋♦r ❡❛❝❤
✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s s❤♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t②✿ ❡rr♦♥❡♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛✱ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱
♦r ❝♦♥t❡①t✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✻✳✷✳ ❚❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r❡s✉❧ts✱ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✭✶✺✮✱ s❤♦✇s ❛ ❤✐❣❤❡r r❛t❡ ♦❢
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡❞❣❡ s✐❣♥s ✐♥ t❤❡ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♠❛❧❧ s❡t
♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✇❛s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r❛t❡ ✈❛r✐❡❞ ❢r♦♠ ✶✾✪ t♦ ✸✼✪✳
❲❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ✻✾✪ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✈❡r② ❢❡✇ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st s♦ ✇❡❧❧ ❝✉r❛t❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡s
❛s ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✻✳✸✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❢♦✉♥❞
❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss t♦ t❤❡ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✇❛s
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❊✳ ❝♦❧✐✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ✐♥ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✷✲❢♦❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ❲❡ ❥✉st✐❢② t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❡✉❦❛r②♦t✐❝ ♦r❣❛♥✐s♠s ♠♦r❡
♣♦st✲tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♥❣ ♠❘◆❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❢♦r ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✐s ❛ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ t❤❛♥ ❢♦r ❊✳ ❝♦❧✐ ✐❢ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥❡t✇♦r❦
✇✐t❤ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
✶✷✷ ❝❤❛♣t❡r✻
❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ■♥❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤r❡❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s ♦❢ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤
✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❡❞❣❡ ✇❡ ❧✐st t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ✐♥❢❡r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r♦❧❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ✐t✳
■♥✢✉❡♥❝❡
❆❝t♦r ❚❛r❣❡t ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷
❣r❛♣❤
✭❆✮
❨❆P✻ ❈■◆✺ ❙♣♦r✉❧❛t✐♦♥ ❬❈❉❊+✾✽❪ ❙t❛t✐♦♥❛r② P❤❛s❡ ❬●❙❑+✵✵❪
●❘❋✶✵ ▼❇P✶ ❙t❛t✐♦♥❛r② P❤❛s❡ ❬●❙❑+✵✵❪ ▼❡❝✶ ♠✉t❛♥t ❬●❍▼+✵✶❪
P❉❍✶ ▼❙◆✹ ◆✐tr♦❣❡♥ ❉❡♣❧❡t✐♦♥ ❬●❙❑+✵✵❪ ❍❡❛t s❤♦❝❦ 21◦❈ t♦ 37◦❈ ❬●❙❑+✵✵❪
✭❇✮
❨❆P✻ ❈■◆✺ ❙♣♦r✉❧❛t✐♦♥ ❬❈❉❊+✾✽❪ ❙t❛t✐♦♥❛r② P❤❛s❡ ❬●❙❑+✵✵❪
❘❆P✶ ❙■P✹ ❙♣♦r✉❧❛t✐♦♥ ❬❈❉❊+✾✽❪ ❉✐❛✉①✐❝ s❤✐❢t ❬❉■❇✾✼❪
❙❑◆✼ ◆❘●✶ ❙t❛t✐♦♥❛r② P❤❛s❡ ❬●❙❑+✵✵❪ ❉✐❛✉①✐❝ s❤✐❢t ❬❉■❇✾✼❪
P❍❉✶ ❙❖❑✷ ❍❡❛t s❤♦❝❦ 21◦❈ t♦ 37◦❈ ❬●❙❑+✵✵❪ ❙t❛t✐♦♥❛r② P❤❛s❡ ❬●❙❑+✵✵❪
❘❆P✶ ❘❈❙❑✶ ❲✐❧❞ t②♣❡ ✰ ❍❡❛t ❬●❍▼+✵✶❪ ❘❡s♣✐r❛t♦r② ❣r♦✇t❤ ❬❘❍✵✻❪
P❍❉✶ ▼❙◆✹ ◆✐tr♦❣❡♥ ❉❡♣❧❡t✐♦♥ ❬●❙❑+✵✵❪ ❍❡❛t s❤♦❝❦ 21◦❈ t♦ 37◦❈ ❬●❙❑+✵✵❪
❍❆P✹ P❯❚✸ ❉✐❛✉①✐❝ s❤✐❢t ❬❉■❇✾✼❪ ❙♥❢✷ ♠✉t❛♥t✱ ❨P❉ ❬❙■❇❲✵✵❪
✭❈✮
❙❲■✺ ❆❙❍✶ P❍❖ ♣❛t❤✇❛② ❬❖❉❇✵✵❪ ❙t❛t✐♦♥❛r② P❤❛s❡ ❬●❙❑+✵✵❪
❙❑◆✼ ◆❘●✶ ❙t❛t✐♦♥❛r② P❤❛s❡ ❬●❙❑+✵✵❪ ◆✐tr♦❣❡♥ ❉❡♣❧❡t✐♦♥ ❬●❙❑+✵✵❪
◆❘●✶ ❨❆P✼ P❍❖ ♣❛t❤✇❛② ❬❖❉❇✵✵❪ ❘❡s♣✐r❛t♦r② ❣r♦✇t❤ ❬❘❍✵✻❪
◆❘●✶ ●❆❚✸ ●❧②❝♦s②❧❛t✐♦♥ ❬❈❙●+✵✹❪ ❘❡s♣✐r❛t♦r② ❣r♦✇t❤ ❬❘❍✵✻❪
✻✳✶✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥❢❡rr✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ✇❛s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛❞✲
❞r❡ss❡❞ ❜② ❨❡❛♥❣ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬❨■❏✵✹✱ ❨▼▼+✵✺❪✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧✳
■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❡s ♣r♦❜❛❜❧❡ ♣❛t❤s ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡
❦♥♦❝❦✲♦✉t t♦ ❣❡♥❡s t❤❛t ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❛t ❦♥♦❝❦✲♦✉t✳ Pr❡❞✐❝✲
t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s✐❣♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱
♠♦st r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ✧♦♣t✐♠❛❧✧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s r❛✐s❡s t✇♦ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s
❛r❡ ♦❢t❡♥ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✱ ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ✐s ❛ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
t❛s❦✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♠♦st ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❝❛✉t✐♦✉s❧② ❡①❛♠✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ r❡♣♦rt❡❞ ❛s ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧
♦♣t✐♠✉♠ ✐s ❢♦✉♥❞✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✭❜✉t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t✮ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s
♥♦ s❧✐❣❤t❧② s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ②✐❡❧❞s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♦t❤❡r t❡r♠s✱ ✐t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
✭♣♦ss✐❜❧② ❤✉❣❡✮ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❡♥ ❧♦♦❦ ❢♦r ✐♥✈❛r✐❛♥ts
✐♥ t❤✐s s❡t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♥♦✐s❡✱ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤✐s str❛t❡❣② ✇✐t❤ ❛ ✜❧t❡r✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ s❡❧❡❝ts ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t❤❛t ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❞ ✉s t♦ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❛s ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ♦♥ ②❡❛st ❞❛t❛✳ ❲❡
❝♦♠♣❛r❡❞ ♦✉r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ♣❛t❤ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞ ❜② ❨❡❛♥❣ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s
❬❨■❏✵✹✱ ❨▼▼+✵✺❪ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥❢❡r ❛ s✐♠✐❧❛r ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✉❧❛✲
t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥
❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ♣❛t❤ ❛♥❛❧②s✐s t❡♥❞s t♦ ✐♥❢❡r
s✐❣♥s ✐♥ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❢❡r s✐❣♥s ♦♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛❝t✐♥❣
♦♥ s♠❛❧❧ ✐♥✲❞❡❣r❡❡ ♥♦❞❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ♣❛t❤ ❛♥❛❧②s✐s r❡q✉✐r❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥
❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ✶✷✸
♣r♦✜❧❡s ❢r♦♠ ❣❡♥❡✲❞❡❧❡t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✇✐t❤
str❡ss ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭t❤♦✉❣❤ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮✳
✻✳✷ ❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦ ♣r♦✲
❝❡ss t♦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❢✉s✐♦♥ ♦♥❝♦❣❡♥❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ ♦♥ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ②♦✉♥❣ ❛❞✉❧t ❝❛♥❝❡rs
❬❉❩P+✾✷❪✳ ❚✐♠❡ s❡r✐❡s ❞❛t❛ ❛♥❞ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t
t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ❈✉r✐❡✶ ❬❙❩◆+✵✽❪✳ ❲❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ t❤❡ ■❊❊❊✴❆❈▼ ✏❚r❛♥s❛❝✲
t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❇✐♦❧♦❣② ❛♥❞ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✑ ✭■❊❊❊✲❚❈❈❇✮ ❥♦✉r♥❛❧✳
✻✳✷✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s
❚❤❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐s ❛ ✈❡r② ✇❡❧❧ ❛♥♥♦t❛t❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥t❛✐♥s ♣r❡❝✐s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❜✉✐❧t t✇♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❣❡♥❡r✐❝✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s
❛rr✐✈✐♥❣ t♦ ❛ ♥♦❞❡ ✇❡r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t✿ t ≃ GENT
✭❝❢✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❝❛❧❧❡❞ r❡✜♥❡❞✱ ✇❡ ♣r❡❝✐s❡❞ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ FT ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳
●❡♥❡r✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✕ ♥❛t✐✈❡
■♥ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇♦r❦✱ ❛♥ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ❛♥❞ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈✲
✐♥❣ ✶✸✵ ❣❡♥❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❊❲❙✲❋▲■✶✱ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡s t❤❛t r❡s♣♦♥❞❡❞ t♦
❊❲❙✲❋▲■✶ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❯s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❚❘❆◆❙P❆❚❍ ❛♥❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s✐❣♥❛❧ ♣❛t❤✇❛②s t❤❛t r❡❣✉❧❛t❡ ❦❡② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥
t✉♠♦r ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ✭❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❛♣♦♣t♦s✐s✱ ❛♥❞ ❝❡❧❧ ♠✐❣r❛t✐♦♥✮ ❬❙❩◆+✵✽❪✳
❋r♦♠ t❤✐s ♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ♣♦st✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦
t✇♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s♣❡❝✐❡s✿ ♠❘◆❆ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ♣r♦t❡✐♥ ♥♦❞❡s✳ ■♥✢✉❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
♥♦❞❡s ✇❡r❡ s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♦r ♣♦st✲
tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦
✉s❡❞ t♦ ❛ss✐❣♥ {✰,❂} ✈❛❧✉❡s t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❡❞❣❡s✳ ■♥ t❤✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝t ✇❛s ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t t ≃ GENT ✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✷✽✼ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✻✹✹ s✐❣♥❡❞ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s
✐♥ t❤✐s ❣r❛♣❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦✿ ♠❘◆❆s✱ ❛❝t✐✈❡✲♣r♦t❡✐♥s✱ ❛❝t✐✈❡✲♣r♦t❡✐♥✲❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❛♥❞
♣❤❡♥♦t②♣❡s ❛s ❵❝❡❧❧ ❝②❝❧❡✬ ❛♥❞ ❵❛♣♦♣t♦s✐s✬✳
✶❤tt♣✿✴✴❜✐♦✐♥❢♦✲♦✉t✳❝✉r✐❡✳❢r✴♣r♦❥❡❝ts✴s✐t❝♦♥✴
✶✷✹ ❝❤❛♣t❡r✻
❘❡✜♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✕ ❛❢t❡r ❛❞❞✐♥❣ ♣r❡❝✐s❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str❛✐♥ ♠♦r❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ♥❡✇ ✐♥✢✉❡♥❝❡
❣r❛♣❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ❣r❛♣❤ ❤❛❞ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿
❼ ❚❤❡ ♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡❞ ♣r♦t❡✐♥s ✇❡r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ st❛t❡ ❛❢t❡r
t❤❡ ♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ A ✐s ❛ ♣r♦t❡✐♥ t❤❛t ❜❡❝♦♠❡s ❛❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ ♣❤♦s✲
♣❤♦r②❧❛t❡❞ ❜② B✱ ✇❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ ♦✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❵B → Aact ✰✬✳
■♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛❞❞❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❵B → Aact ❂✬✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ♦✉r
✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✇❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥❧② ♦❢ ♠❘◆❆ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡✲♣r♦t❡✐♥ ♥♦❞❡s✳
❼ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✻ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts ✇❛s ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ s♣❡❝✐✜❝ ✭♥♦♥✲❣❡♥❡r✐❝✮
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✹ ✇❡ s❤♦✇ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡❢❡r t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✷✳
❼ ❚❤❡ ♥♦❞❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♥❡✐t❤❡r ♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡❞ ♣r♦t❡✐♥s ♥♦r r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ q✉❛❧✲
✐t❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ GEN t❤❛t ✐s ❛❧✇❛②s s❛t✐s✜❡❞✱ t❤❡ ♥❡✇
❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡
♣r♦❞✉❝ts ✐♠♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣✳ ❙♦♠❡ r✉❧❡s ♠❛②
❜❡ q✉✐t❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ❝♦♥t❡①ts✱ ❜✉t t❤✐s ❞❡s❡r✈❡s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
st✉❞② ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♦✉r ♣✉r♣♦s❡ ♣r❡s❡♥t❧②✳ ❚❤❡ r❡✜♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶
♥❡t✇♦r❦ ❤❛❞ ✷✾✻ ♥♦❞❡s ✭✸✻ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ♥♦♥✲❣❡♥❡r✐❝ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ✹✸✵ {✰,❂}
❡❞❣❡s✳





✭✶✮ Pr♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡① FCCND−CDK = ccnd ❈❞❦s ❛r❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡❧② ❬❖❙✵✷❪
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t
✐♥ ❡①❝❡ss t♦ ❉✲t②♣❡ ❝②❝❧✐♥s
✭✷✮ ❙tr♦♥❣ ✐♥❤✐❜✐t♦r Fcell❴cycle❴S = e2f ∧ ¬rb1 ❙❡q✉❡str❛t✐♦♥ ❬❉❡●✵✷❪
✭✸✮ ❈♦♠♣❧❡① ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥
FCCNE❴CDK2 = ¬wee1∧ Pr♦t❡✐♥s ♠❛② ❤❛♠♣❡r
❬❖❙✵✷❪
(ccne⊕ cdk2) ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠❛t✐♦♥
✭✹✮ ❈♦♠♣❧❡① ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥✲ FCCNA❴CDK2 = (ccna⊕ cdk2)∧ ❆ ♣r♦t❡✐♥✲❝♦♠♣❧❡① ♠❛② ❜❡ ❬P❘❑●
+✾✾❪
r❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ (¬cdkn1a ∨ ccnd❴cdk4❴a) ✉♥❞❡r ❛♥ ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❤❛t ✐s ✐ts❡❧❢ ✐♥❤✐❜✐t❡❞
✻✳✷✳✷ ❉❛t❛s❡ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st❡♣s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❞❛t❛s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❆✻✼✸ ❝❡❧❧ ❧✐♥❡ ❞❡r✐✈❡❞
❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ✶✷✺
❢r♦♠ ❛♥ ❊✇✐♥❣ t✉♠♦r ✇❛s ♠♦❞✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛❢t❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❜② ❞♦①♦❝②❝❧✐♥✱ ❛ s❤✲❘◆❆
t❛r❣❡t✐♥❣ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞✱ ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❊❲❙✲❋▲■✶✳ ❚❤✐s st♦♣s ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❚❤❡
❣❡♥❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❆✛②♠❡tr✐① ❍●✲
❯✶✸✸ P❧✉s ✷✳✵ ♠✐❝r♦❛rr❛② ❞✉r✐♥❣ ✶✼ ❞❛②s ♦♥ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❧♦♥❡s✳ ❆t ❞❛② ✶✶✱ ❝❡❧❧s
❢r♦♠ ♦♥❡ ❝❧♦♥❡ ✇❡r❡ ✇❛s❤❡❞ ❛♥❞ ❤❛r✈❡st❡❞ ✐♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❞♦①♦❝②❝❧✐♥✳ ❲❤❡♥
❊❲❙✲❋▲■✶ ✐s r❡❛❝t✐✈❛t❡❞✱ t❤❡ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ r❡st❛rts✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❊❲❙✲❋▲■✶
r❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠✐❝r♦❛rr❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛② ✶✶ ❛♥❞ ❞❛② ✶✼✳
❚❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞❛t❛ ♦♥ ❊✇✐♥❣ ✐♥❞✉❝✐❜❧❡ ❝❡❧❧ ❧✐♥❡s ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ❣❡♥❡s
✇❤✐❝❤ s❤♦✇ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s♣♦♥s❡ ♦♥ ❜♦t❤ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❲❙✲❋▲■✶✳ ■❢
❛ ❣❡♥❡ ✐s ✐♥❤✐❜✐t❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✭❉❛②✵✲❉❛②✶✶✮ ❛♥❞ r❡❛❝t✐✈❛t❡❞ ✇✐t❤
r❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❝♦❣❡♥❡✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡s❡ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤✐s ❣❡♥❡ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❊❲❙✲❋▲■✶ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ✐❢ ❛ ❣❡♥❡ ✐s ✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞
❛t ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊❲❙✲❋▲■✶ r❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts r❡s♣♦♥s❡✱ s✉❝❤ ❣❡♥❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♦♥❝♦❣❡♥❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠❘◆❆s ✇❡ ❜✉✐❧t t✇♦
❞❛t❛s❡ts ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✿
✭❆✮ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♠❘◆❆s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳ ■t ✇❛s ❜✉✐❧t ❜② ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❛s ❵✰✬
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠❘◆❆s✱ ❛♥❞ ❛s ❵❂✬ t❤❡ ❛♥t✐✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠❘◆❆s✳ ■t ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ✺✹
{✰,❂} ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❘◆❆s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✳
✭❇✮ ❊❲❙✲❋▲■✶ r❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t✐♠❡
♦❢ t❤❡ ♠❘◆❆s ✇❤❡♥ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ ♦♥❝♦❣❡♥❡ ✇❛s r❡❛❝t✐✈❛t❡❞✳ ■t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② r❡✈❡rt✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥s ♦❢ ❞❛t❛s❡t ❆✳
✻✳✷✳✸ ❙t✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦ ♣r♦❝❡ss ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✷✳✸ ❛♥❞ ✷✳✸ t♦ t❤❡
❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ r❡✜♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s ♦❢ ❊❲❙✲❋▲■✶✳ ■♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s❡s ✇❡ ✉s❡❞ ❞❛t❛s❡ts ❆
❛♥❞ ❇ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✮✳ ❇♦t❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❜♦t❤
❞❛t❛s❡ts✳
❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ❣r❛♣❤s ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❞❛t❛s❡t ❆✳ ✸✼
♥♦❞❡s ✇❡r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✱ ✇❤✐❧❡ ✺✺ ✇❡r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ r❡✜♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✷ ♠❘◆❆ ♥♦❞❡s✱ ✷ ♣r♦t❡✐♥✲❝♦♠♣❧❡①❡s✱
❛♥❞ ✸✸ ♣r♦t❡✐♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✇❡r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✻ ♠❘◆❆ ♥♦❞❡s✱ ✶✸ ♣r♦t❡✐♥✲
❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❛♥❞ ✸✻ ♣r♦t❡✐♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✇❡r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❧✐st ♦❢ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✺✳
❆❧❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❜✉t ♦♥❡ ✭❘❇▲✶✮ ✇❡r❡ ❛❧s♦
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❘❇▲✶ ♣r♦t❡✐♥ ✇❛s ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t❤❡
❣❡♥❡r✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❛t ♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡
✐t✱ t❤✉s ✐ts ❛❝t✐✈✐t② ✇❛s ❡❛s② t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛s ✐t r❡❝❡✐✈❡❞ ♦♥❧② ♦♥❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡✳
■♥ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ❣r❛♣❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♣r♦t❡✐♥ ❘❇▲✶ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛❧s♦ ♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t✐♦♥
✶✷✻ ❝❤❛♣t❡r✻
❚❛❜❧❡ ✻✳✺✿ ◆❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ❝♦❧✉♠♥ st❛t❡s ❤♦✇ r❡❧❡✈❛♥t ✐s ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇rt r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛ ✭✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡







❈❈◆❆✷❴❈❉❈✷❴❛❝t → ❂ ✵✱✶✽✼ ❳
❈❈◆❆✶❴❈❉❈✷❴❛❝t → ❂ ✵✱✶✽✶ ❳
❈❈◆❇✶❴❈❉❈✷❴❛❝t → ❂ ✵✱✶✼ ❳
❈❈◆❉✸❴❈❉❑✹❴❛❝t → ❂ ✵✱✶✹✹ ❳
❈❈◆❉✸❴❈❉❑✻❴❛❝t → ❂ ✵✱✶✹✹ ❳
❈❈◆❆✶❴❈❉❑✷❴❛❝t → ❂ ✵✱✶✹✷ ❳
❈❈◆❆✷❴❈❉❑✷❴❛❝t → ❂ ✵✱✶✸✾ ❳
❊✷❋✷ → ❂ ✵✱✶✷✼ ❳
❈❈◆❉✷❴❈❉❑✹❴❛❝t → ❂ ✵✱✵✽✻ ❳
❈❈◆❉✷❴❈❉❑✻❴❛❝t → ❂ ✵✱✵✽✻ ❳
❊✷❋✸ → ❂ ✵✱✵✼✼ ❳
❈❈◆❇✶❴❈❉❈✷ → ❂ ✵✱✵✼✼ ❳
❊✷❋✺ → ❂ ✵✱✵✼✷ ❳
❈❈◆❉✶❴❈❉❑✻❴❛❝t → ❂ ✵✱✵✻✾ ❳
❈❈◆❉✶❴❈❉❑✹❴❛❝t → ❂ ✵✱✵✻✾ ❳
♠❘◆❆❴❚P✼✸ → ❂ ✵✱✵✵✷
♠❘◆❆❴❆P❆❋✶ → ❂ ✵✱✵✵✷
♠❘◆❆❴❈❉❑◆✷❆ → ❂ ✵✱✵✵✶
♠❘◆❆❴❘❇✶ → ❂ ✵
✐♥✢✉❡♥❝❡s❀ ✐t ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛ ❞❡✜♥✐t❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r ❘❇▲✶ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡s❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✻✳✹✳ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s t♦ ❞❡✲
s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣♦st✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭✰ ✹✹✳✼✪✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ♦✈❡r ♣r♦t❡✐♥ ♦r
♣r♦t❡✐♥✲❝♦♠♣❧❡① ♥♦❞❡s✳
✻✳✷✳✹ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦r ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥
♥♦❞❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛s❡ts✳
❚❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✮ ✇❡r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s
V ✱ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ s✉❜s❡ts✿ V = Smrna ∪ SF ∪ SO✱ ✇❤❡r❡ Smrna
❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❘◆❆ ♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡✲s❡r✐❡s
❛♥❛❧②s❡s✱ SF ❞❡♥♦t❡s ❛ s❡t ♦❢ ✜①❡❞ ♣❤❡♥♦t②♣❡s✱ ❛♥❞ SO ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♣r♦t❡✐♥s ♦r
♣r♦t❡✐♥✲❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s µ ❛❧s♦ s♣❧✐ts
✐♥t♦ t❤r❡❡ s✉❜s❡ts✿ µ = µmrna ∪ µF ∪ µo✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s µ ✇❛s
♦♥❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠❘◆❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣❤❡♥♦t②♣✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s❀ µo ✇❛s ❡♠♣t②✳
■♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❛♥✲
❞♦♠ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s µ✱ m ♥❡✇ r❛♥❞♦♠
❞❛t❛s❡ts Randi(N , µ) = random(Smrna, µmrna) ∪ µF ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡
random ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦✉t♣✉ts ❛ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜② r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ |µmrna| ♥♦❞❡s
❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ✶✷✼
✐♥ Smrna ❛♥❞ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡♠ {✰,❂} ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ µmrna✳
❚❤❡ t♦t❛❧ s❡t ♦❢ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡✿
Rand(N , µ) = {Randi(N , µ) | i = 1 . . .m}
■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♥♦✇ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❞✐❛❣♥♦st✐❝✳ ▲❡t Cons ⊂ Rand
❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛s❡ts t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ N ✳ ❚❤❡ ❈♦♥✲
s✐st❡♥❝② P✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ N ✇rt µ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿ pconsistent(N , µ) =
#Cons
#Rand(N ,µ) ✳
❚❤❡ P✲✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡s ❤✐♥ts ❛❜♦✉t ❤♦✇ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ■t q✉❛♥t✐✲
✜❡s t❤❡ ✇❛② t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
s♠❛❧❧❡r t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❞✐st❛♥t ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ✇✐❧❧ ❜❡ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② P✲✈❛❧✉❡ ✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛s❡t µ✿ ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ❢❡✇ ♣r♦❞✉❝ts
✭❡✈❡♥ ✐❢ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤ts✮✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧
❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛s❡ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❞✉❝ts t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞
♣r♦✈✐❞❡ ♥♦ ❝♦♥str❛✐♥t t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
❚❤✐s ❞❡❢❛✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❞✐❛❣♥♦s✐s✳ ❚♦ t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❇◗✳♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✭N ✱µ✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳✶✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
Ppred(n, s) ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ n ✐♥ N ✱ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s ∈ {✰,❂} ✈❛❧✉❡✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿






✇❤❡r❡ Consi r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ❝♦♥s✐st❡♥t r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛s❡t✱ ✐✳❡✳ Cons =
⋃
Consi✱ ❛♥❞
fN ,µ,Consi(n, s) ❡✈❛❧✉❛t❡s ✐❢ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ (n, s) ❢r♦♠ ❛ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡t µ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥ ✇❤❡♥ N ✐s ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ t♦ Consi✿
fN ,µ,Consi(n, s) =
{
1 ✐❢ (n, s) ∈ BQ.predictions(N , µ) ∩BQ.predictions(N , Consi)
0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥
❛ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛② ♦r ✐❢ ✐t ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❞❛t❛s❡t✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s❤❛❧❧
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ t♦♣ ♣r✐♦r✐t② t♦ ❜❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♥✜r♠❡❞✳
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦
❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ♦♥ ❜♦t❤ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐♥✢✉❡♥❝❡
❣r❛♣❤s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❞❛t❛s❡t ❆✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ❤❛❞ ✺✹ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ ♠❘◆❆✲♥♦❞❡s
✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② µmrna✮✳ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ ❊✇✐♥❣ t✉♠♦✉r ♣❤❡♥♦t②♣❡s s❡t ✉♣ ✼ ♣❤❡♥♦t②♣✐❝❛❧
♥♦❞❡s ✭SF ✮ t♦ {✰,❂} ❝❤❛♥❣❡s ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② µF ✮✳ ❋♦r ❜♦t❤ ❣r❛♣❤s✱ ❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ r❡✜♥❡❞✱
❛ s❡t Rand(N , µ) ♦❢ m = 1000 r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛s❡ts ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❛♥❣❡
♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❘◆❆ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳
✶✷✽ ❝❤❛♣t❡r✻
❋r♦♠ ♦✉r ❛♥❛❧②s❡s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✇❡ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② P✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ✺✷✳✹✪ ✭✺✷✹ r❛♥❞♦♠ ❝♦♥s✐st❡♥t ❞❛t❛s❡ts ♦✈❡r ✶✵✵✵✮✱
✇❤❡r❡❛s ✇✐t❤ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ❣r❛♣❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② P✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ✸✶✳✷✪ ✭✸✶✷ r❛♥✲
❞♦♠ ❝♦♥s✐st❡♥t ❞❛t❛s❡ts✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧
t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥ ❡♥♦✉❣❤ ❣❡♥❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
❛❞❞✐♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s ♦♥❧② ♦♥ ✸✻ ♥♦❞❡s ✭✶✵✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✮ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
✐♥t❡r❡st✱ ❤✐❣❤❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✐s ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ t❤❛♥ t❤❡
❣❡♥❡r✐❝✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛s❡ts ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✻✳✻✮✳
❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❛s ✶✻✳✸✪ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ■t
❞❡❝r❡❛s❡❞ t♦ ✾✳✾✪ ✇✐t❤ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❡①♣r❡ss t❤❛t t❤❡✐r {✰,❂} ✈❛❧✉❡ ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ♣r❡❞✐❝t ❜② ❝❤❛♥❝❡✱ ❜❡✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡
❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧s✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✻✳✺✳ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t✳ ❆❧s♦✱ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧♦✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❝❛s❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ s♣❡❝✐✜❝ ♠❘◆❆ ❜② ❝❤❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❇② ❛❞❞✐♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✻✳
✻✳✷✳✺ ❙t✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ ❙✲♣❤❛s❡ ♣r♦❣r❡s✲
s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❚❤❡ ♥❡✇ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ {✰,❂}
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s ♦♣❡♥❡❞ t❤❡ ✇❛② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥❛❧✐♥❣
♣❛t❤✇❛②s ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❡♥♦t②♣❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳✸ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ♣r♦✲
❣r❛♠s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ N ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛s❡t µ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✉❜s❡t
♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ N ❛♥❞ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ µ t❤❛t ♠✐♥✐♠❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ❦♥♦✇♥
❢❛❝t✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✇❡ ✇❡r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♦♥ ✉❞❡rst❛♥❞✐♥❣✿
✭✐✮ t❤❡ ❛rr❡st ♦❢ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ ✇❤❡♥ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐s ✐♥❛❝t✐✈❛t❡❞✱ ❛♥❞
✭✐✐✮ t❤❡ r❡st❛rt✐♥❣ ♦❢ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ ✇❤❡♥ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐s r❡❛❝t✐✈❛t❡❞✳
❖♥ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥t ✇❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ❞❛t❛s❡ts ❆ ❛♥❞ ❇✳
❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❜♦t❤ ♣r♦❣r❛♠s✱ s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❣r❛♣❤✱ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡s❡ ❣❡♥❡s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤❡
❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥✳
❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ✶✷✾
❚❛❜❧❡ ✻✳✻✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ r❡✜♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s✳
❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❈♦♠♣❧❡① ❋✉♥❝t✐♦♥ ❝♦❧✉♠♥ s♣❡❝✐✜❡s ✇❤✐❝❤ ♥♦❞❡s ✇❡r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
❝♦♠♣❧❡① r❡❣✉❧❛t♦r② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✇♦ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿
❘❡❣✉❧❛t♦rs ❧✐sts ❤♦✇ ♠❛♥② ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ t②♣❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦rs ❤❛❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♥♦❞❡✱ ✇❤✐❧❡ ❚❛r❣❡ts ❤♦✇
♠❛♥② ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ t❛r❣❡ts ❤❛❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♥♦❞❡✳ ❇② ✉♥✐q✉❡ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤♦s❡ t❛r❣❡ts










❆◆❆P❈✶✶❴❆◆❆P❈✷❴❈❉❈✷✵ → ❂ ✺✷✱✸ ✸✶✱✶ ✯ ✶ ✭SF ✮
❚●❋❇ → ✰ ✺✷✱✸ ✸✶✱✶ ✯ ✶ ✭SF ✮
❆◆❆P❈✶✶❴❆◆❆P❈✷❴❋❩❘✶ → ❂ ✺✷✱✸ ✸✶✱✶ ✯ ✶ ✭SF ✮
❊✷❋✽ → ❂ ✷✹✱✾ ✶✹✱✹ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❊✷❋✶ → ❂ ✷✹✱✾ ✶✹✱✹ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❊✷❋✻ → ❂ ✷✹✱✾ ✶✹✱✹ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❈❈◆❉✸ → ❂ ✷✹✱✾ ✶✹✱✹ ❳ ✶ ✭♠❘◆❆✮
♠❘◆❆❴❊✷❋✻ → ❂ ✶✺✱✷ ✾✱✺ ✶ ✭♣r♦t❡✐♥✮
❏❯◆ → ✰ ✶✶✱✹ ✾ ✯ ✶ ✭♠❘◆❆✮
♠❘◆❆❴❊✷❋✽ → ❂ ✶✺✱✶ ✾ ✶ ✭♣r♦t❡✐♥✮
❈❈◆❉✷ → ❂ ✶✷✱✸ ✽✱✻ ❳ ✶ ✭♠❘◆❆✮
▼❨❈ → ❂ ✶✷✱✸ ✽✱✻ ✯ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❈❉❈✷ → ❂ ✶✸ ✽✱✸ ✶ ✭♠❘◆❆✮
P❚P◆✶✶ → ❂ ✶✶✱✸ ✽✱✶ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❚◆❋❙❋✶✽ → ✰ ✶✷✱✾ ✽ ✶ ✭♠❘◆❆✮
■❊❘✸ → ✰ ✶✵ ✼✱✾ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❈❈◆❇✶ → ❂ ✶✶✱✻ ✼✱✼ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❚◆❋❆■P✸ → ✰ ✶✵✱✹ ✼✱✺ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❚◆❋❙❋✶✺ → ✰ ✶✶ ✼✱✺ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❈❉❑◆✷❈ → ❂ ✶✵✱✹ ✼✱✺ ❳ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❈❉❑✻ → ✰ ✶✶✱✾ ✼✱✹ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❈❉❑✷ → ❂ ✶✶✱✸ ✼✱✸ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❘❆❙❆✶ → ✰ ✶✵✱✷ ✼✱✷ ❳ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❈❈◆❆✷ → ❂ ✶✹✱✶ ✼✱✷ ❳ ✶ ✭♠❘◆❆✮
▼❨❈❇P → ❂ ✶✵✱✹ ✼✱✶ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❙❑P✷ → ❂ ✶✸✱✷ ✼✱✶ ✶ ✭♠❘◆❆✮
P❉●❋❇ → ✰ ✶✶✱✻ ✼ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❈❈◆❉✶ → ❂ ✶✸✱✷ ✻✱✾ ❳ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❊❈▼ → ✰ ✶✵✱✹ ✻✱✾ ❳ ✶ ✭♠❘◆❆✮
P❘❑❈❇✶ → ❂ ✶✷✱✾ ✻✱✻ ❳ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❈❋▲❆❘ → ✰ ✶✵✱✸ ✻✱✺ ✶ ✭♠❘◆❆✮
◆❋❑❇ → ✰ ✶✵✱✸ ✻✱✺ ✯ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❇❚❘❈ → ❂ ✶✷✱✽ ✻✱✷ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❈❈◆❍ → ❂ ✶✷✱✼ ✻ ❳ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❈❉❑✹ → ❂ ✶✷✱✾ ✺✱✽ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❘❇▲✶ → ❂ ✵✱✶✶ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✯
❈❈◆❆✷❴❈❉❈✷❴❛❝t → ❂ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✵✱✶✽✼ ❳ ✯
❈❈◆❆✶❴❈❉❈✷❴❛❝t → ❂ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✵✱✶✽✶ ❳ ✯
❈❈◆❇✶❴❈❉❈✷❴❛ → ❂ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✵✱✶✼ ❳ ✯
❈❈◆❉✸❴❈❉❑✹❴❛ → ❂ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✵✱✶✹✹ ❳ ✯
❈❈◆❉✸❴❈❉❑✻❴❛ → ❂ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✵✱✶✹✹ ❳ ✯
❈❈◆❆✶❴❈❉❑✷❴❛❝t → ❂ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✵✱✶✹✷ ❳ ✯
❈❈◆❆✷❴❈❉❑✷❴❛❝t → ❂ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✵✱✶✸✾ ❳ ✯
❊✷❋✷ → ❂ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✵✱✶✷✼ ❳ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❈❈◆❉✷❴❈❉❑✹❴❛ → ❂ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✵✱✵✽✻ ❳ ✯
❈❈◆❉✷❴❈❉❑✻❴❛ → ❂ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✵✱✵✽✻ ❳ ✯
❊✷❋✸ → ❂ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✵✱✵✼✼ ❳ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❈❈◆❇✶❴❈❉❈✷ → ❂ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✵✱✵✼✼ ❳ ✯
❊✷❋✺ → ❂ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✵✱✵✼✷ ❳ ✶ ✭♠❘◆❆✮
❈❈◆❉✶❴❈❉❑✻❴❛ → ❂ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✵✱✵✻✾ ❳ ✯
❈❈◆❉✶❴❈❉❑✹❴❛ → ❂ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✵✱✵✻✾ ❳ ✯
♠❘◆❆❴❚P✼✸ → ❂ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✵✱✵✵✷ ✷ ✭♣r♦t❡✐♥s✮
♠❘◆❆❴❆P❆❋✶ → ❂ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✵✱✵✵✷ ✷ ✭♣r♦t❡✐♥s✮
♠❘◆❆❴❈❉❑◆✷❆ → ❂ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✵✱✵✵✶ ✷ ✭♣r♦t❡✐♥s✮
♠❘◆❆❴❘❇✶ → ❂ ♥♦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✵ ✷ ✭♣r♦t❡✐♥s✮
P❤❡♥♦t②♣❡ ■✿ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ ❙ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐s ✐♥✲
❤✐❜✐t❡❞ ✭❞❛t❛s❡t ❆✮
❚❤❡ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ ❙✲♣❤❛s❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ✭❵❝❝❙✬✮ ♥♦❞❡ r❡❝❡✐✈❡s ✾ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ♠❛② s❤♦rt❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡♠ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿
✲ ❚❤r❡❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦t❡✐♥s ❊✷❋✶✱✷✱✸ ❛♥❞
❘❇✶✳ ❘❇✶ ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦❝❦❡t ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧② ❦♥♦✇♥ t♦ s❡q✉❡str❛t❡ ❊✷❋✶✱✷✱✸
✶✸✵ ❝❤❛♣t❡r✻
✇❤❡♥ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤✉s ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❊✷❋✶✱✷✱✸ ♥♦r♠❛❧❧② tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡s
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❤❡ ❙✲♣❤❛s❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❬❉❡●✵✷❪✳
✲ ❖♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❈❈◆❊✲❈❉❑✷ ❛❝t✐✈❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❬❖❙✵✷❪✳
✲ ❚❤r❡❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❊✷❋✻✱✼✱✽✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ t♦ ✐♥❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡
tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❙✲♣❤❛s❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❬❉❏✵✻❪✳
✲ ❚✇♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❛r❡ tr✐❣❣❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠❡❞ ❜② ♣r♦t❡✐♥s ❊✷❋✹✱✺ ✇✐t❤
♣♦❝❦❡t ♣r♦t❡✐♥s ❘❇▲✷✱✶✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❬❉❡●✵✷✱ ❖❙✵✷❪✳
❚❤❡ ❵❝❝❙✬ ♥♦❞❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭GENccS✮✱ s✐♥❝❡
✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❵❝❝❙✬ r❡❣✉❧❛t♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
s❤♦✇ t❤❛t ❵❝❝❙✬ ✐s ✐♥❤✐❜✐t❡❞ ✇❤❡♥ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❞❛t❛s❡t ❆ ✺✹ ♥❡t✇♦r❦
♠❘◆❆ ♥♦❞❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✉❡ t♦ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳
❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✿ t❤❡
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ ❙ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ■♥ s②♠❜♦❧✐❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞
❛s ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ ❧✐♥❦✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❘◆❆ s✐❣♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❵❝❝❙✬ ♥♦❞❡ ❝♦❞❡❞ ❛s
❵❂✬✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ✜rst ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇ t❤❛t ✸ ♦❢ t❤❡ ✾ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❛t ❵❝❝❙✬
r❡❝❡✐✈❡s ❛r❡ ❵❂✬✱ ✸ ❛r❡ ❵✰✬ ✭t❤✉s ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❵❝❝❙✬ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ✸ ❛r❡ ♥♦t ✜①❡❞✱
t❤❛t ✐s✱ t❤❡② ♠❛② ❜❡ ❵✰✬ ♦r ❵❂✬ ✇✐t❤♦✉t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❊❲❙✲❋▲■✶ ♥❡t✇♦r❦ s✉❜❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡
♥♦❞❡ ✭❵❝❝❙✬✮ r❡❝❡✐✈❡s✳ ❆rr♦✇s ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ❵✕>✬ ♦r ❵✕|✬ r❡❢❡r t♦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥s✱ ❣r❡❡♥✴r❡❞
♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t ✉♣✴❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ♣r♦❞✉❝ts✱ ❛♥❞ ♦❝t❛❣♦♥❛❧ ♥♦❞❡s ❛r❡ t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣
♥♦♥✲❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❵❝❝❙✬ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ✭♥♦❞❡s ✶✲✻✮ ✇❡r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❊❲❙✲❋▲■✶ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❞❛t❛s❡t ❆ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ✜①❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ✇❡r❡ tr❛❝❦❡❞
❞♦✇♥ ✭r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♥♦❞❡s✮✳
■♥ ❋✐❣✳ ✻✳✷ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥❤✐❜✐t❡❞ ♣❛t❤✇❛②s ✇❤❡♥ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐s ✐♥❤✐❜✐t❡❞✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❊❲❙✲❋▲■✶ ❛♥❞ t❤❡ ❵❝❝❙✬ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❦❡❞ ❞♦✇♥✳ ■ts ❡✛❡❝t ♦♥
❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ ❙ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ♠❡❞✐❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s
✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✿ E2F2mRNA✱ E2F3mRNA✱ ❛♥❞ CCND3mRNA✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✜rst
❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ✶✸✶
t✇♦ ♥♦❞❡s ❞♦ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ♦t❤❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❛t
❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✲♣❤❛s❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳
✻✳✷✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠❡❞ ❜② ❊✷❋✺ ❛♥❞ ❘❇▲✶✱ ✇❤✐❝❤
✐s r❡✈✐❡✇❡❞ t♦ ✐♥❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ ❙✲♣❤❛s❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❬❉❡●✵✷❪✳ ■♥ t❤✐s r❡✈✐❡✇ t❤❡② ❛❧s♦
✐❧❧✉str❛t❡ ❛ ❝❛s❡ ✇❡r❡ ❊✷❋✺ ✲✴✲ ▼❡❢s ♠✉t❛♥t ❝❡❧❧s s❤♦✇ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ ❛rr❡st✱ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r
t❤❡ ❊✷❋✺✲❘❇▲✶ ❝♦♠♣❧❡① ✐s ♥♦t ❢♦r♠❡❞✳ ❲❡ ❛rr✐✈❡ t♦ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❊✷❋✺✲❘❇▲✶ ❝♦♠♣❧❡① ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❛rr❡st ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡
♣r♦❣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❊✷❋✻ ❛♥❞ ❊✷❋✽✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ✐s st✐❧❧
❡❧✉s✐✈❡ ♦♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❣❡♥❡s✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉rt❤❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts
s✉❣❣❡st t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❆✻✼✸ ❝❡❧❧ ❧✐♥❡s✱ t❤♦s❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦♠♦t❡
t❤❡ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✻✳✻✳ ❊✷❋✷ ❛♥❞ ❊✷❋✸ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥s ♠❛②
❜❡ r❡❣✉❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❜② ❊❲❙✲❋▲■✶✳ ❚❤✐s r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ st♦♣
❆✻✼✸ ❝❡❧❧s ✐♥ ●✶ ♣❤❛s❡✳
P❤❡♥♦t②♣❡ ■■✿ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ ❙ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❛❝t✐✈❛t❡s ✇❤❡♥ ❊❲❙✲❋▲■✶ r❡❛❝t✐✲
✈❛t❡s ✭❞❛t❛s❡t ❇✮
❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ r✉❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
❵❝❝❙✬ ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐s ✐♥❤✐❜✐t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹
t♦ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❇✱ ✐t ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧
❝②❝❧❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ✭❵❝❝❙✬ ♥♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❵✰✬✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❣❡♥❡r✐❝
♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✇❤❡♥ ♦♣♣♦s✐t❡✲
s✐❣♥❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❛rr✐✈❡ t♦ ✐t✳
❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✱ t❤❛t ❛♥✲
s✇❡rs t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✿ ❲❤✐❝❤ ♥❡t✇♦r❦ ✭♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞✱ ♥♦♥✲♣r❡❞✐❝t❡❞✮ ♣r♦❞✉❝t
❤❛s t♦ ❜❡ ✜①❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣❛t❤ ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
❵❝❝❙✬ ♥♦❞❡ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❞❛t❛s❡t ❇❄ ❚❤❡ s✉❜❣r❛♣❤
♦✉t♣✉tt❡❞ ❢r♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✸✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♥♦❞❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡
❛ {✰,❂} ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❵✰✬ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❵❝❝❙✬ ♥♦❞❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✻✳✸ ✐♥ ❞❛r❦ ❣r❡❡♥✴r❡❞ ❝♦❧♦rs✳
❲❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦✈❡r ❵❝❝❙✬✳ ❚❤❡s❡ ♥♦❞❡s ❛r❡✿ (RB1,❂)✱
(RBL1, 2,❂)✱ (E2F7mRNA,❂)✱ ❛♥❞ (CCNEmRNA,✰)✳ ❆s ❛ ❢✉rt❤❡r st❡♣✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ t♦ t❤❡s❡ ♥♦❞❡s✱ t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ {✰,❂} ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ♦r✐✲
❣✐♥ ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✐r ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✼✳ ❚❤❡
E2F7mRNA ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ ❝❧❡❛r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ❵❝❝❙✬ ♥♦❞❡✱ E2F7mRNA ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡♣r❡ss❡❞ ❜② ❊✷❋✹✳ ❚❤❡ s❡❝✲
♦♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ E2F7mRNA r❡❝❡✐✈❡s✱ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❊✷❋✶✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜s❡♥t ♦r ♥♦t str♦♥❣
❡♥♦✉❣❤✳
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✻✳✼✳ ❚❤❡ ♣♦❝❦❡t ❢❛♠✐❧② ♣r♦t❡✐♥s ✭❘❇✶✱
❘❇▲✶✱ ❘❇▲✷✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❵❝❝❙✬ ♥♦❞❡ ❛s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✭✰✮✳
❚❤❡ ❘❇▲✶ ♠❘◆❆ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❵✰✬ ✐♥ ❞❛t❛s❡t ❇✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❘◆❆s ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
✶✸✷ ❝❤❛♣t❡r✻
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ Pr❡❞✐❝t❡❞ {✰,❂} ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✭❣r❡❡♥✴r❡❞ ❝♦❧♦rs✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✼ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡s ♦✈❡r t❤❡ ❵❝❝❙✬ ♥♦❞❡✳ ❆rr♦✇s ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ❵✕>✬ ♦r ❵✕|✬ r❡❢❡r t♦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥s✱
♦❝t❛❣♦♥❛❧✲s❤❛♣❡❞ ♥♦❞❡s ❛r❡ t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t
❇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♥♦❞❡s✮ ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤✇❛②s ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❵❝❝❙✬ ♥♦❞❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❧✐❣❤t✲❣r❡❡♥ ❝♦❧♦r❡❞ ♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❛❝t ❝❛♥♥♦t ♣r❡❞✐❝t ❛s ❵✰✬ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✼ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❛t t❤❡
❵❝❝❙✬ r❡❝❡✐✈❡s✳ ❇② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ANDccS ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭r❡❞✴❞❛r❦
❣r❡❡♥ ♥♦❞❡s✮ ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡s❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❥✉st✐✜❡❞ t❤❡
❵✰✬ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❵❝❝❙✬ ♥♦❞❡✳ ❆ ❜❧✉❡✲❜♦r❞❡r❡❞ ♥♦❞❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦✈❡r t❤❡ ❵❝❝❙✬ ✭♥♦❞❡s ✶✲✼✮ ❛s ❵✰✬✳
❚❛❜❧❡ ✻✳✼✿ ■♥✐t✐❛❧❧② ♥♦♥✲♦❜s❡r✈❡❞✴♥♦♥✲♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r♦❞✉❝ts t❤❛t✱ ✐❢ ✜①❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s✐❣♥ ✭✐♥
♣❛r❡♥t❤❡s✐s✮✱ ❡①♣❧❛✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦✈❡r ❵❝❝❙✬ ❛s ❵✰✬✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❵❡✬ ✐♥ t❤❡
♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t s♣❡❝✐✜❡s ✐ts ♠❘◆❆ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ◆❘ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦rs ♦❢ t❤❡
♣r♦❞✉❝t✱ ❊ ✈s✳ ❖ s❤♦✇s ❤♦✇ ♠❛♥② r❡❣✉❧❛t♦rs ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✭❊✮ ✈s✳ ❤♦✇ ♠❛♥②
t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥ ✭❖✮✱ ❛♥❞ ❖r✐❣✐♥ ❊✴❖ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❘◆❆ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t t❤❛t
❡①♣❧❛✐♥✴❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✳ ❲❤❡♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦r✐❣✐♥ ✐s ❢♦✉♥❞✱ ✇❡ ❧✐st ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t❤❡ ♥❛♠❡ ❛♥❞ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r t❤❛t ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦✈❡r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✳
Pr♦❞✉❝t ◆❘ ❊ ✈s✳ ❖ ❖r✐❣✐♥ ❊ ❖r✐❣✐♥ ❖









E2F7e ✭❂✮ ✷ ✶ ✈s✳ ✶
❊✷❋✹ ✭✰✮ ❈❈◆❉✸ ✭✰✮
❊✷❋✹ ✲| ❊✷❋✶ ✲>
CCNEe ✭✰✮ ✼ ✺ ✈s✳ ✶
❊✷❋✷✱✸ ✭✰✮ ❈❈◆❉✸ ✭✰✮
❈❈◆❉✷✱✸ ✭✰✮ ❊✷❋✽ ✲|
❊❲❙✲❋▲■✶ ✭✰✮
♣♦❝❦❡t ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛❧s♦ t♦ ❵✰✬✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ r❡❛❝✲
t✐✈❛t✐♦♥ t❤❡ ♠❘◆❆ ♦❢ t❤❡ ♣♦❝❦❡t ♣r♦t❡✐♥s ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡s❡ ♣r♦t❡✐♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡
✐♥❛❝t✐✈❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ♣♦st✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t✐♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts
❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✧❖r✐❣✐♥ ❊✧ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✼✳
❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ✶✸✸
❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✻✳✽✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤✇❛② t❤❛t ❛❝t✐✈❛t❡s t❤❡
❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ ❙✲♣❤❛s❡ ♠❛② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ CCNEmRNA ♥♦❞❡✳ ❚❤✐s ♥♦❞❡ ❤❛s ✼ r❡❣✉❧❛t♦rs
✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦❀ ✺ ♦❢ t❤❡♠ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❵✰✬ ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r ✐t✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❊❲❙✲❋▲■✶✳ ❖♥❧② ♦♥❡ ♦❢ ✐ts r❡❣✉❧❛t♦rs ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤✐s ❝❤❛♥❣❡✱ ❊✷❋✽✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ✐♥ ❋✐❣✳
✻✳✷ ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦ ❝♦♥tr❛❞✐❝t t❤❡ ❵❝❝❙✬ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
✻✳✷✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❲❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥s ❤♦✇ ✇❡ ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ♥❡✇ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① r❡❣✉❧❛t♦r② ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦♥ st❡❛❞② st❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❛ s✐❣✲
♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ GEN ❛♥❞ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥
♦♣❡r❛t♦rs ❛♠♦♥❣ s✐❣♥s ∨ ❛♥❞ ∧✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡s♣♦♥s❡
t♦ ❛ str❡ss ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥s✱ s❡q✉❡str❛t✐♦♥
❛♥❞ r❡❧❡❛s✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥❛❝t✐✈❛t✐♦♥✲r❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t
❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧❡♠❡♥t s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ❜♦t❤ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♦♥ r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛s❡ts✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✐sts ❝❛♥
❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤♦s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✿ ✉s✐♥❣ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡❝r❡❛s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡♠ ♦♥ r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛s❡ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥
❛❝t✐✈❡ ♣r♦t❡✐♥s✱ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❜❡ ✇✐❞❡❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❤✐❣❤✲t❤r♦✉❣❤♣✉t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t❤❛t ❡①♣❧♦✐ts t❤♦s❡ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ t❛r❣❡t❡❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❦❡② ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ✐♥ s✐❧✐❝♦
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❛r❣❡t ❣❡♥❡s✱ ✉s✐♥❣ ✐♥❤✐❜✐t♦rs
✭❞r✉❣s ♦r s❤❘◆❆✮ ♦r ❡♥❤❛♥❝❡rs ✭❡✳❣✳ str♦♥❣ ♣r♦♠♦t❡rs✮✳ ❉♦✐♥❣ t❤✐s ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
❣❧♦❜❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡s r❡♠❛✐♥ st❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡s
s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇♦r❦ ♦♥ ♥❡t✇♦r❦s r❡❧❛t✐✈❡❧②
❧❛r❣❡ ✭❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts✮✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ♠❛♥❛❣❡ t♦ r❡❛s♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡
✇❛②✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❣❡♥❡r❛t❡ ♥❡✇ ❤②♣♦t❤❡s❡s t❤❛t s✉❣❣❡st ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❋✐rst✱ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ♥♦❞❡s s✉❝❤ ❛s ❊✷❋✺✱ ■❊❘✸✱ ♦r t❤❡ P❉●❋ ♣❛t❤✇❛②❀ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞
❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ✐♥ s✐❧✐❝♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣
t❤❡ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ♣❤❛s❡ ❙ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❊✷❋✷✱✸ ❛r❡ ❞✐r❡❝t ♦r ✐♥❞✐r❡❝t t❛r❣❡ts
♦❢ ❊❲❙✲❋▲■✶❀ ❛❧s♦✱ ❛ ❧✐st ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡s ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛t t❤❡
♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ r❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ♣♦✐♥ts ♦✉t ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡t✇♦r❦ ♥♦❞❡s
✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ ❙ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❛r❣❡ts ❢♦r




❚❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❣✉❧❛t♦r②
♥❡t✇♦r❦s✳ ❍❛✈✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✱
✇❡ ✉s❡❞ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ r❡❛s♦♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❤✐❢ts
♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
r✉❧❡✳ ❚❤✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧✿ ✐t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣②✳
❊✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡♠✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ♣r♦❣r❛♠s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ P②t❤♦♥ ❛♥❞ ❆❙P✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝ t♦♦❧s✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ❲❡❜s✐t❡✱ ❛
✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧✱ ❛♥❞ ❛ ❲❡❜ s❡r✈✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛✉t♦♠❛t✐③❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞
❛r❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✳
❚❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❡❡❞s ❛s ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✐♥♣✉t ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✲
✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛s❡t ♦❢ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s❤✐❢ts ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❲❡ ❛❝q✉✐r❡❞ t❤✐s ❞❛t❛ ❢r♦♠
♣✉❜❧✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝ts✳ ■♥
❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❡s ❛ ♣♦st✲♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st
❝❛s❡ ✇❡ ✜❧t❡r❡❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛s❡s✱
✇❡ ❛❞❞❡❞ ♥❡✇ r❡❣✉❧❛t♦r② r✉❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❛ ❝❛r❡❢✉❧ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛s❡ts ✇❡r❡ ❛❧s♦ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❛♣♣r♦❛❝❤✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥❝❡r♥ ✜rst❧② t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❜r♦❛❞❡♥ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♠♦r❡
s♣❡❝✐✜❝ r❡❣✉❧❛t♦r② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛♥❞
❣✐✈❡ ❛ ✜♥❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳
❈♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦ ♦❢ s✐❣♥❡❞ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s
❚❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛ ♣r♦❝❡ss ❛✐♠❡❞ t♦ ❝♦♥❢r♦♥t ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞
❛ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤r❡❡ st❡♣s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✿




✷✳ ■❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❞✐❛❣♥♦s❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❛t❛s❡t ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②✳
✸✳ ■❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s❤✐❢t ♦❢ s♦♠❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳
❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s ♣r♦❝❡ss t♦ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ✭❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✮ ✇rt ❛ s♠❛❧❧
❞❛t❛s❡t ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ ❜✉t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❊✳ ❝♦❧✐ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r②
❣r♦✇t❤ s❤✐❢t✳ ■♥✐t✐❛❧❧② ❜♦t❤ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s st❡♣✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝❛r❡❢✉❧ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞
r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✱ r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t✿
❼ ❚❤❡ s✐❣♠❛✲❢❛❝t♦rs r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ❊✳ ❝♦❧✐
r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t r❡✢❡❝ts ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❤✐❢ts✳
❼ ❚❤❡ ❵✐❤❢❆ = ❂✬ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ r❡♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✲❝✉r❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t ♦❢ t❤❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✱ ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ s✐❣♠❛✲❢❛❝t♦rs r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳
❼ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❵❆r❝❆ ✲❃ ❛♣♣❨ ✬ ✇❛s ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♣❧✉s s✐❣♠❛✲
❢❛❝t♦rs ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘❡❣✉❧♦♥❉❇✳
❖♥❝❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t✱
✇❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■❍❋ ♣r♦t❡✐♥✲❝♦♠♣❧❡①✱ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
r❛t❡ ❜② ✸✵✪✳ ❆❢t❡r ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢
♠❘◆❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥ ✽✵✪ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤✐s ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❊✳❝♦❧✐
r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧ ❬❈❑❘+✵✹✱ ❈P✵✷✱ ❊P✵✵❪✳
❖✉r r❡s✉❧ts ❛❧s♦ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✇✐t❤ ♣♦st✲
tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜② ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ✭❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✮ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲
✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤✐s ✐❞❡❛ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘♣♦❉ ♣r♦t❡✐♥✳
❲❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ✐ts ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♣r♦t❡✐♥✱ ❛♥❞
t❤✉s ✐t ❞✐❞ ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ✐ts ♠❘◆❆ ❧❡✈❡❧ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ❞❛t❛s❡t✳
❚❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ✇❛s ❛❧s♦ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇rt ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐s ❤✐❣❤❡r✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❛✛♦r❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠
♠❛♥✉❛❧❧②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛t❛s❡ts ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝♦✈❡r❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❢t❡r ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡♣❛✐r✳
❲❡ st✉❞✐❡❞ t✇♦ ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ❞❛t❛s❡ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤
s❤✐❢t ♦❢ ❊✳ ❝♦❧✐ ❣❡♥❡s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❍❡❛ts❤♦❝❦ str❡ss ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢
t❤❡s❡ ❞❛t❛s❡ts✱ ❛❢t❡r ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✱ ✇❡r❡ ❤✐❣❤❧② ❛❝❝✉r❛t❡
✭✾✵✪✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ♠❛② ❜❡
str♦♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡s❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r t❤❡
❣r♦✇t❤ s❤✐❢t ❞❛t❛s❡t ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✶✶ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♦r
✐♥♣✉t r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦♥❝✐❧❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❞❛t❛s❡t✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✼
❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ✉♥s✐❣♥❡❞ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s
❚❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ {✰,❂} r♦❧❡ ♦❢ ❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥
❢❛❝t♦r ♦✈❡r ❛ ❣❡♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ ❣❡♥❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♥s❡♥s✉s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❲❡
t❡st❡❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❛♥❞ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❚❘◆s✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❛♥❞♦♠ ❝♦♥s✐st❡♥t ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤❡s❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❤♦✇ ♠❛♥② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥❢❡r ❛❧❧ t❤❡
r❡❣✉❧❛t♦r② r♦❧❡s✳ ❖✉r r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ r♦❧❡s ✇❡r❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥t
♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❋♦r ❤✐❣❤❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦✱
✇❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❧❡ss r❡❣✉❧❛t♦r② r♦❧❡s✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛rt✐✲
✜❝✐❛❧❧②✳ ❖✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛❜♦✉t ✸✵✪ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s
❢r♦♠ ✸✵ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ❲❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❧✐♠✐t ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❆❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ r❡❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠✉❝❤ ❧❡ss
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝❛✉s❡s ♦❢ t❤✐s
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲♠♦❞❡❧❡❞ ♣♦st✲tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
♣r❡s❡♥t ✐♥ ❡✉❦❛r②♦t✐❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❝❛✉s❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧
♦❢ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐s ❜❡tt❡r ❝✉r❛t❡❞ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❈❤■P✲❝❤✐♣
❞❛t❛ ♦❢ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡✳
❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♦✉r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ♣❛t❤ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❨❡❛♥❣ ❛♥❞
❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬❨■❏✵✹✱ ❨▼▼+✵✺❪ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥❢❡r ❛ s✐♠✐❧❛r ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❣r❡❡❞✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ♣❛t❤ ❛♥❛❧②s✐s
t❡♥❞s t♦ ✐♥❢❡r s✐❣♥s ✐♥ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❢❡r s✐❣♥s ♦♥
r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ s♠❛❧❧ ✐♥✲❞❡❣r❡❡ ♥♦❞❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ♣❛t❤ ❛♥❛❧②s✐s
r❡q✉✐r❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❢r♦♠ ❣❡♥❡✲❞❡❧❡t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s
❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ str❡ss ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭t❤♦✉❣❤ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❜♦t❤
t②♣❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮✳
❚❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊✳ ❝♦❧✐ ✭✉s✐♥❣ ✻✶ ❞❛t❛s❡ts✮ ❛♥❞ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡
✭✉s✐♥❣ ✶✺ ❞❛t❛s❡ts✮ ✇❡r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝✉r❛t❡❞ s✐❣♥❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧s✳
❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r ❊✳ ❝♦❧✐ ✇❛s ♦❢ ✸✵✪✱ ❛♥❞ ✼✶✪ ♦❢ t❤❡♠ ✇❡r❡ ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❚❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♦❢ ✻✶✪✱ ❛♥❞ ✻✾✪ ♦❢ t❤❡♠ ✇❡r❡
❛❝❝✉r❛t❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❧② ✷✸ ♦❢ t❤❡ ✻✸✶ ♣r❡❞✐❝t❡❞ r♦❧❡s ❢♦r ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡
✈❛❧✐❞❛t❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧② s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦✉♥❞ ✇❛s ❛ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ s✐❣♥❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r②
♥❡t✇♦r❦✳
❈♦♥s✐st❡♥❝②✲❝❤❡❝❦ ♦♥ s✐❣♥❡❞ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s
❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣♦st✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ t❤❡
❊❲❙✲❋▲■✶ ♦♥❝♦❣❡♥❡✱ ✇❡ ❛❞❞❡❞ s♣❡❝✐✜❝ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡
❝♦♥str❛✐♥ts ✇❡r❡ ❜✉✐❧t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ♦♣❡r❛t♦rs ∨ ❛♥❞ ∧ ❛♠♦♥❣ {✰,❂} s✐❣♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞
✶✸✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
✐♥❢♦r♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ r❡❛s♦♥ ♦✈❡r t❤✐s ♥❡✇ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠
♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❲❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❡ ♥❡✇ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s ❛❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❛ ♥❡t✇♦r❦
♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s ✇rt ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❖✉r r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ✹✹✳✼✪ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♣❡❝✐✜❝ r✉❧❡s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧
✇❡r❡ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ t❤❛t ✐s✱ ✐t ✇❛s ❧❡ss ♣r♦❜❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛
r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛s❡t✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ✇❡ ✇❡♥t ♦♥❡ st❡♣ ❢✉rt❤❡r ❢r♦♠ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s
❛♥❛❧②s❡s✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ♣♦st✲❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞
t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❡♥♦t②♣❡s✳ ■♥ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✱ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐s
❦♥♦✇♥ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡❧❧✲❝②❝❧❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ st✉❞✐❡❞ ✇❤✐❝❤ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ♠❛② ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝❡❧❧✲❝②❝❧❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
t❤r❡❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s✿
✭✐✮ ❈♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✳ ❊✷❋✷ ❛♥❞ ❊✷❋✸ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ r❡❣✉✲
❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❜② ❊❲❙✲❋▲■✶✳ ❚❤❡s❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦
st♦♣ t❤❡ ❊✇✐♥❣ t✉♠♦✉r ❆✻✼✸ ❝❡❧❧ ❧✐♥❡ ✐♥ ●✶ ♣❤❛s❡✳
✭✐✐✮ ❊①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧✲❝②❝❧❡ r❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣♦❝❦❡t ❢❛♠✐❧② ♣r♦t❡✐♥s ✭❘❇✶✱ ❘❇▲✶✱
❘❇▲✷✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✲❝②❝❧❡✳
❚❤❡ ♠❘◆❆ ♦❢ ❘❇▲✶ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t t♦ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛❧s♦ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡s❡ ♣r♦t❡✐♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❛❝t✐✈❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ♣♦st✲
tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢
t❤❡s❡ ♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t✐♦♥s✳
✭✐✐✐✮ ❊①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧✲❝②❝❧❡ r❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✲❝②❝❧❡ r❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❈◆❊ ♠❘◆❆✳ ❚❤❡ ❝❛✉s❡s ♦❢ t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡
❛r❡ t❤❡ s❤✐❢t ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✜✈❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳
P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❘❡✜♥✐♥❣ ❛♥❞ ❈✉r❛t✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s
❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ♦r ✈❛❧✐❞❛t❡ r❡❣✉❧❛t♦r②
♠♦❞❡❧s ❢♦r ♦r❣❛♥✐s♠s ✇❤♦s❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠❛♣ ✐s ♥♦t ②❡t ❜✉✐❧t✳ ▲❡t ✉s t❛❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
t❤❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❝✐❞✐t❤✐♦❜❛❝✐❧❧✉s ❢❡rr♦♦①✐❞❛♥s ❜❛❝t❡r✐❛ ❬❘●❑❙✵✸❪✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ❣❡♥♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ❜❛❝t❡r✐❛ ✇❛s s❡q✉❡♥❝❡❞✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❣❡♥♦♠❡ ✐s st✐❧❧
♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐t ❢r♦♠
♠✉t❛♥ts ❞❛t❛ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❜❛❝t❡r✐❛ ✐s ❤✐❣❤❧② r❡s✐st❛♥t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❧t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ✐ts
❣❡♥♦♠❡✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✿
❼ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝t❡r✐❛
❣❡♥♦♠❡✱ ❛ ❧✐st ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤✐s ❜❛❝t❡r✐❛✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠✲
♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❚❋s t❤❛t s❤❛r❡ ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ s✐t❡ ✉♣✲str❡❛♠ ❛❧❧ t❤❡ ❜❛❝t❡r✐❛ ❣❡♥❡s✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✾
❼ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ✶✸ ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ♠✐❝r♦❛rr❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤✐s ❜❛❝t❡r✐❛
✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t str❡ss❡s✳
❇② ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡rs ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ❞❛t❛✱ ✇❡ ♠❛② ❜✉✐❧❞ s❡✈❡r❛❧ ♣✉t❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s
♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t❡st t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✇rt ❛❧❧ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦✜❧❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝❧♦s❡r ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ t❤✐s ♦r❣❛♥✐s♠✳ ❆ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣✉t❛t✐✈❡ ♥❡t✇♦r❦s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✜♥❞✐♥❣
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡♣❛✐rs ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ✇rt ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳
❉✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ❞❛t❛s❡ts
❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛t♦r② ❞❛t❛ ✐s ❛♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❲❡ ❛rr✐✈❡❞ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ✐t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛✉t♦♠❛t✐❝
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ ❆❙P✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞
❜❡ ❜❡tt❡r ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ❞❛t❛s❡ts ✇rt t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❆❝✐❞✐t❤✐♦❜❛❝✐❧❧✉s ❢❡rr♦♦①✐❞❛♥s r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ✐t
♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧s✳
■♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ❞❛t❛s❡ts✱ ✇❡
❝❧❛ss✐✜❡❞ s♠❛❧❧ s❡ts ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t♦ t✇♦ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡s❡ ❣r♦✉♣s ✇❡r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠❧② ♦❜s❡r✈✐♥❣ s♠❛❧❧ s❡ts ♦❢ ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✜rst ❣r♦✉♣ ♦❢
❣❡♥❡s ❧❡❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❛t❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦t❤❡r t♦ ❛ ❧♦✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❛t❡✳ ■t s❤♦✉❧❞
❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❣♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❢r♦♠
❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❣❡♥❡s
♠❛② ❣✐✈❡ ✉s ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ t❤❡ ❦❡② ❣r♦✉♣s ♦❢ ❣❡♥❡s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❝❡❧❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢
♠❛♥② ♦t❤❡rs✳ ■t ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ♦t❤❡r ❚❋s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢❛❝t♦rs✱ ❛r❡
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ t❤✐s ❤✐❣❤ ❝♦♥tr♦❧✳
❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♥♦t✐♦♥ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✇✐❞❡✲❣❡♥♦♠❡ ❞❛t❛s❡ts ✐s
t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ t♦♦❧s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■t ❥✉st r❡q✉✐r❡s ❛ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡
st❡♣s ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✳
❋✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s
❚❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ❧✐❜r❛r② ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉❧❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡
♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ ✐t ✐s ❞♦♥❡ ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥
t✇♦ ✈❛❧✉❡s ✭♣r❡s❡♥❝❡✱✈❛r✐❛t✐♦♥✮✿ ♣r❡s❡♥❝❡✱ ✐s ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥ {0, 1} t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦r ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ {✰,❂, ❄} ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ■❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ✭✵✱❄✮✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ❤❛s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❀ ✐❢ ✐t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ✭✶✱✰✮✱ t❤❡♥
✐t ✇❛s ✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ⊕ ❛♥❞ ⊗ s✐❣♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ r✉❧❡✱ ❡✈♦❧✈❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✽✳
❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ❧✐❜r❛r② ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ❝♦♥✲
s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ❞♦✉❜❧❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✉♥❜❡❛r❛❜❧❡ ✐♥ ✐ts ❛❝t✉❛❧ st❛t❡✳
✶✹✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❛❜❧❡ ✻✳✽✿ ❈♦♥s✐st❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ ≃ ❛♥❞ s✐❣♥ t❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✭⊕✮ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
✭⊗✮ ❡①t❡♥❞❡❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉❧❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭✵ ❝❤❛♥❣❡✮ ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ ≃ r❡❧❛t✐♦♥
st❛t❡s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥s✇❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❚ st❛♥❞s ❢♦r tr✉❡✱ ✇❤❡r❡❛s ❋ ❢♦r ❢❛❧s❡✳ ❚❤❡ ✬①✬
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❛t t❤✐s ♥❡✈❡r ❤❛♣♣❡♥s✳
≃ ✰ ❂ ✵ ❄
✰ ❚ ❋ ❋ ❚
❂ ❋ ❚ ❋ ❚
✵ ❋ ❋ ❚ ❚
❄ ❚ ❚ ❚ ❚
⊕ ✰ ❂ ✵ ❄
✰ ✰ ❄ ✰ ❄
❂ ❄ ❂ ❂ ❄
✵ ✰ ❂ ✵ ❄
❄ ❄ ❄ ❄ ❄
⊗ ✰ ❂ ✵ ❄
✰ ✰ ❂ ✵ ❄
❂ ❂ ✰ ✵ ❄
✵ ✵ ✵ ① ✵
❄ ❄ ❄ ✵ ❄
❱❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❛t❡ ♦r ❛❝❝✉r❛❝② ❝♦✉❧❞
❜❡ ❛♥♦t❤❡r ♥✐❝❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ ♣✉rs✉❡ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st✲
✐♥❣ ❇✐♦q✉❛❧✐ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ st✉❞② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♥✉❧❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❤✐❢t✳ ❚❤❡ ❆❙P ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡❛s✐❧②
❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❢♦r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ✐t✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✐♠♣♦s❡
❛ ❝♦rr❡❝t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥✳
❆ r❡❝✉rr❡♥t ✐❞❡❛ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛♥♥✐♥❣
❞❡s✐❣♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✇❛② t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛ {✰,❂}
❝❤❛♥❣❡ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦✛ ♦r ♦♥ ♦♥❧② ❢❡✇ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆s ✇❡ s❤♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❊❲❙✲❋▲■✶ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s str✐❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜①❡❞ ✭♣r❡✲
❞✐❝t❡❞✮ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r✉❧❡ ♠❛② ❝❛✉s❡ ❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s ✇❤❡♥
❛ ♥♦❞❡ ❤❛s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r✳ ❚❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛♥❞ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ❛♥❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ■t ✐s ❝r✉❝✐❛❧✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
t❤❛t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ❝❧♦s❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✐sts ❛♥❞
❜✐♦❧♦❣✐sts✳ ❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦✉t♣✉t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❛
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ■❢ ♥♦t✱ ✇❡ r✐s❦ t♦ ♠❛❦❡ ✐♥t❡r✲
❡st✐♥❣ ✭❛♥❞ ❝♦st❧②✮ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✜❡❧❞s ✇✐t❤♦✉t ❛♥②
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s✐❞❡✳
❚❤❡ ❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣② ✜❡❧❞ ✐s ❛ r❡s❡❛r❝❤ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ■t ✐s
✐♠♣r❡ss✐♥❣ t♦ s❡❡ ❤♦✇ ❜② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❤✐❣❤✲t❤r♦✉❣❤♣✉t
❞❛t❛✱ s♠❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✉❝✐❞❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝t ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❡❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s
✐s ♣r♦♠✐s✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ r❡s❡❛r❝❤❡s ❛r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ s♠❛❧❧ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✲
✇♦r❦s✱ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❡✐t❤❡r ✈❡r② ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ♦r t♦♣✲r❛♥❦❡❞ ♠❡❛s✉r❡❞
♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■t ✐s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ st✉❞② ❛♥❞ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ♥❡t✇♦r❦
♠♦❞❡❧s ♦❢ ❤✉♥❞r❡❞s ♦r t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ♠❡❛♥s ❣❡tt✐♥❣ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❛❧✐t②✳ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r❣❛♥✐s♠s ❛r❡ t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ s♦ ❧❛r❣❡
t✐♠❡ s❝❛❧❡✱ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤❡✐r ❜❛s✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣❧❡♥t② ✐♥tr❛✲♠♦❧❡❝✉❧❛r
♠❡ss❛❣❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦✇❛❞❛②s ✇❤❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤♦✉✲
s❛♥❞s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛t ♦♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✭❜✉t st✐❧❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✮ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❞✐✲
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✹✶
r❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧s✳ ❲✐t❤ t♦♦❧s ❛s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❞✐❞ ♦✉r s♠❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
✶✹✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬❆❆■◆+✾✶❪ ❚ ❆❧✐ ❆③❛♠✱ ❆ ■✇❛t❛✱ ❆ ◆✐s❤✐♠✉r❛✱ ❙ ❯❡❞❛✱ ❛♥❞ ❆ ■s❤✐❤❛♠❛✳
●r♦✇t❤ P❤❛s❡✲❉❡♣❡♥❞❡♥t ❱❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ Pr♦t❡✐♥ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❊s❝❤❡r✐❝❤✐❛ ❝♦❧✐ ◆✉❝❧❡♦✐❞✳ ❏ ❇❛❝t❡r✐♦❧✱ ✶✽✶✭✷✵✮✿✻✸✻✶✕✻✸✼✵✱ ❆✉❣✉st
✶✾✾✶✳
❬❆❇❈✾✾❪ ▼✳ ❆r❡♥❛s✱ ▲✳ ❇❡rt♦ss✐✱ ❛♥❞ ❏✳ ❈❤♦♠✐❝❦✐✳ ❈♦♥s✐st❡♥t q✉❡r② ❛♥s✇❡rs
✐♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❊✐❣❤t❡❡♥t❤ ❆❈▼
❙■●❆❈❚✲❙■●▼❖❉✲❙■●❆❘❚ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❉❛t❛❜❛s❡
❙②st❡♠s ✭P❖❉❙✬✾✾✮✱ ♣❛❣❡s ✻✽✕✼✾✳ ❆❈▼ Pr❡ss✱ ✶✾✾✾✳
❬❆●❙+✾✹❪ ▼ ❆✈✐✈✱ ❍ ●✐❧❛❞✐✱ ● ❙❝❤r❡✐❜❡r✱ ❆❇ ❖♣♣❡♥❤❡✐♠✱ ❛♥❞ ● ●❧❛s❡r✳ ❊①✲
♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s ❝♦❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❊s❝❤❡r✐❝❤✐❛ ❝♦❧✐ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❤♦st
❢❛❝t♦r ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❣r♦✇t❤ ♣❤❛s❡✱ r♣♦s✱ ♣♣❣♣♣ ❛♥❞ ❜② ❛✉t♦r❡❣✲
✉❧❛t✐♦♥✳ ▼♦❧ ▼✐❝r♦❜✐♦❧✱ ✶✹✭✺✮✿✶✵✷✶✕✸✶✱ ❉❡❝ ✶✾✾✹✳
❬❆❍▲+✵✸❪ ❚❊ ❆❧❧❡♥✱ ▼❏ ❍❡rr❣år❞✱ ▼ ▲✐✉✱ ❨ ◗✐✉✱ ❏❉ ●❧❛s♥❡r✱ ❋❘ ❇❧❛tt♥❡r✱
❛♥❞ ❇Ø P❛❧ss♦♥✳ ●❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✉s❡s ♦❢ t❤❡ ❊s❝❤❡r✐❝❤✐❛
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✏P❧✉❣✐♥ ❇✐♦◗✉❛❧✐ ♣♦✉r ❈②t♦s❝❛♣❡✿ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦✉t✐❧ ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ s✉r ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡✑
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❼ ❏❖❇■▼ ✷✵✵✽ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠❡❡t✐♥❣✿ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✲
✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✿ ✏❆❞❞✐♥❣ ♠✐ss✐♥❣ ♣♦st✲tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r②
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❼ ❈✐♥q✉✐è♠❡s ❘❡♥❝♦♥tr❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❇✐♦✲✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ●❡♥♦✉❡st✿ ✏❇✐♦✲
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❼ ✷♥❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦✉rs❡ ✐♥ ❨❡❛st ❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②✱ ■❈❨❙❇✿ ✏■♥❢❡rr✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢
tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ✐♥ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s✑✱ ✭●♦t❡❜♦r❣✱ ❙✇❡❞❡♥✮✳
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❼ ❊①❡r❝✐s❡ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s❡ss✐♦♥s ♦♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❛♥❞ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣
▲❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❞❡ ❈❤✐❧❡✱ ❙❛♥t✐❛❣♦✱ ❈❤✐❧❡✱ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦✉rs❡ ✭✷✵✵✷✮✳
✶✻✷ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s
▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✶ ❊t❛♣❡s ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣é♥ét✐q✉❡✳ ❊①tr❛✐t ❞✉ ❝♦✉rs ✧❙tr✉❝t✉r❡ ✸❉ ❞❡ Pr♦té✐♥❡s✧
❞✉ ▼❛st❡r ✷ ❡♥ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❘❡♥♥❡s ✶ ❡♥ ✷✵✵✻✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
✷ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥s tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❡❧❧❡s ❞❡s ❣è♥❡s ❡t ♣r♦té✐♥❡s
❞✉ ❊✳❝♦❧✐✳ ▲❡s ♥♦♠s ❡♥ ♠❛❥✉s❝✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❋❚s ✭♣r♦té✐♥❡s✮✿ HU ❡t
CRP ✱ q✉✐ ❛❝t✐✈❡♥t ♦✉ ✐♥❤✐❜❡♥t ❧❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s ❣è♥❡s✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s q✉✐
✜♥✐ss❡♥t ♣❛r ✧−>✧ ♦✉ ✧−|✧ ✈❡✉❧❡♥t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛❝t✐✈❡ ♦✉✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ✐♥❤✐❜❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞✬❛rr✐✈é❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
✶✳✶ ●❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ st❡♣s✳ ❊①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✧❙tr✉❝t✉r❡ ✸❉ ❞❡ Pr♦té✐♥❡s✧
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♥❛♠❡s ✐♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❚❋s ✭♣r♦t❡✐♥s✮✿ HU ❛♥❞ CRP ✱ t❤❛t ❝❛♥
❛❝t✐✈❛t❡ ♦r r❡♣r❡ss ♦t❤❡r ❣❡♥❡s tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❆rr♦✇s ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ✧−>✧ ♦r ✧−|✧
✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t ❛❝t✐✈❛t❡s ♦r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ r❡♣r❡ss❡s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
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✇❤❡♥ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ✭❜✮ ❆ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥
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❛♠♦♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝r❡❛t❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s ✐♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤
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✷✳✸ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r t❤❡ ❧❛❝t♦s❡ ♦♣❡r♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s②st❡♠✳
■♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ❛rr♦✇s ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ✧−>✧ ♦r ✧−|✧ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t
❛❝t✐✈❛t❡s ♦r r❡♣r❡ss❡s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛rr✐✈❛❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
♥❛♠❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✐♥❞❡❡❞ t♦ t❤❡✐r s✐❣♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
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✶✻✹ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✷✳✹ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❣❡♥❡r✐❝ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ✭✶✮ ❲❡ ❜✉✐❧❞ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤
✭♥❡t✇♦r❦✮ ✇✐t❤ ❛ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s✱ ✭✷✮ ✇❡ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ✐❢ ✐t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛s❡t ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ✇❡
♠❛② ♣r❡❞✐❝t ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ q✉❡st✐♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✳ ■❢ ✐t ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t r❡❣✐♦♥ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦r ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛s❡t✳ ◆♦t❡✱ t❤❛t ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✜❣✉r❡
❝❧❛r✐t② t❤❡ ❛rr♦✇ ❢r♦♠ ❉✐❛❣♥♦s✐s t♦ ❉❛t❛s❡t ✐s ♥♦t s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ ❜❧♦❝❦s
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦✉t♣✉ts ❢r♦♠ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✷✳✺ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❤❡t✲
❡r♦❞✐♠❡r✐❝ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✷✳✻ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s ❝♦❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ s✉❜✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ■❍❋ ❝♦♠♣❧❡①
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❬❆❍▲+✵✸❪✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❜♦① r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❘◆❆ ❧❡✈❡❧ ♦❢
t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ s✉❜✉♥✐t ✭■❤❢❇✮ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣❤❛s❡ t♦
st❛t✐♦♥❛r② ♣❤❛s❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✷✳✼ ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥
❡❛❝❤ t❛❜❧❡ ✇❡ s❤♦✇ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ {✰,❂} ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ♦❢ ❛
♥♦❞❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❛ {✰,❂} ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ✯ s②♠❜♦❧ r❡❢❡rs
t♦ ❡✐t❤❡r ❵✰✬ ♦r ❵❂✬ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✷✳✽ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❛ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝
r✉❧❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ r✉❧❡✳ ❚❤❡ st❡♣s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s
t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❞❞ ♥❡✇ r✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s t❛r❣❡t✐♥❣ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❛r❡
❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣♦st✲❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❛r❝❤
❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝t ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ r❡❞
❜❧♦❝❦s ❛r❡ t❤❡ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❛❞❞❡❞ ✇rt t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♣r♦❝❡ss ❜❛s❡❞ ♦♥❧②
♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆❣❛✐♥✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ❝❧❛r✐t② t❤❡
❛rr♦✇ ❢r♦♠ ❉✐❛❣♥♦s✐s t♦ ❉❛t❛s❡t ✐s ♥♦t s❤♦✇♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✸✳✶ ❚r❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ X2(Y + 1)✳ ■t ❤❛s t✇♦
✐❞❡♥t✐❝❛❧ s✉❜✲tr❡❡s✱ t❤✉s t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ❚❉❉ str✉❝t✉r❡
✭r✐❣❤t✮✳ ❊①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬❱❇❙❘✵✺❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✸✳✷ ❆♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✭❧❡❢t✮ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛s❡t ✭r✐❣❤t✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
✐♥❝r❡❛s❡s ✭❞❡❝r❡❛s❡s✮ ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ✈❡rt❡①❡s ❝♦❧♦r❡❞ ❣r❡❡♥ ✭r❡❞✮✱ ❛♥❞ ✈❡rt❡① d
✐s ❛♥ ✐♥♣✉t✳ ●r❡❡♥ ✭r❡❞✮ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✭✐♥❤✐❜✐t✐♦♥s✮✳ ✼✸
▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✻✺
✹✳✶ ❆ ✉s❛❣❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ♦♥✲❧✐♥❡ ✇❡❜ ❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❧❡❢t s❝r❡❡♥s❤♦t s❤♦✇s t❤❡
❞❛t❛ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ✜♥✐s❤❡❞ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡s✉❧ts ✇✐❧❧
❛♣♣❡❛r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r✲r✐❣❤t ✐♠❛❣❡✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐ts❡❧❢ ✇❛s
❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✇❛s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇rt t❤❡ ❞❛t❛s❡t ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t
r❡❣✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♥❡t✇♦r❦ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❧❛✉♥❝❤ ♦♥❝❡ ♠♦r❡ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤✐s
t✐♠❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t ✐♠❛❣❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❞❛t❛ ❛r❡
❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts ✭♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✮ ✐s
❧✐st❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✹✳✷ ❱✐s✉❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝r✐t❡r✐❛✳ ❆✳ ❙✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❡❞ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✳
❆rr♦✇s ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❵−>✬ ♦r ❵−|✬ r❡♣r❡s❡♥t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ❇✳ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇❤❡♥ rpsP ❛♥❞ rpmC ❛r❡ ❜♦t❤
♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❜❡ ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞✳ ❙t❡♣ ✶✱ rpsP ✬s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐ts
♦♥❧② ✐♥❤✐❜✐t♦r ❤❛s t♦ ❜❡ ✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ✭fnr = ✰✮❀ ❙t❡♣ ✷✱ fnr✬s ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐ts ♦♥❧② ✐♥❤✐❜✐t♦r ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ✭arcA = ❂✮❀ ❙t❡♣ ✸✱
t❤❡s❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ rpmC✬s ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐ts ❛❝t✐✈❛t♦r
✭fnr✮ ✐s ✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ✐ts ✐♥❤✐❜✐t♦r ✭arcA✮ ✐s ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞✳ ❈✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥
✇❤❡♥ rpsP ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❜❡ ✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ rpmC✱ ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞✳ rpsP ✬s
✐♥❤✐❜✐t♦r ✭fnr✮ ✐s ✜①❡❞ t♦ ❵❂✬ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ rpsP ✳ ■♥ ❛ s✐♠✲
✐❧❛r ♠❛♥♥❡r✱ arcA ✐s ✜①❡❞ t♦ ❵✰✬✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✉♥✐q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛
❝♦♥s✐st❡♥t s②st❡♠ ✇❤❡r❡ fnr = ❂ ❛♥❞ arcA = ✰ ❛r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✹✳✸ ▲✐st ♦❢ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆✳ ❚❤❡
✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♣♣❡❛rs ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ❛s ihfA ❛♥❞ ihfB ❣❡♥❡s ❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①
■❍❋✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡r❡❣✉❧❛t❡s t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❣❡♥❡s✳ ❇✳ ❚❤✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝②
✇❛s ❢♦✉♥❞ ❛❢t❡r ❝♦♥❢r♦♥t✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ 45 ❧✐t❡r❛t✉r❡✲❝✉r❛t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❝❤❛♥❣❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ r❡❞
❛♥❞ ❣r❡❡♥ ❜♦r❞❡rs r❡❢❡r t♦ ✰ ❛♥❞ ❂ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♣♣❡❛rs
s✐♥❝❡ ♥♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❡①✐sts ❢♦r t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❤✐❢t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ihfA
❡①♣r❡ss✐♦♥✿ ihfA ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❜② ❘♣♦❙ ❛♥❞ r❡♣r❡ss❡❞ ❜② ■❍❋❀ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❘♣♦❙ ✇❛s ✐♥❢❡rr❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ fic✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ■❍❋ ✇❛s ✐♥❢❡rr❡❞ t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ihfA ❛♥❞ ihfB✮❀
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡s❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❝❛♥♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ihfA✳ ✳ ✳ ✽✻
✹✳✹ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ♣❧✉❣✐♥ ✐♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝②❛♥ ❝♦❧♦r❡❞
♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥❢❡rr❡❞ ❛s {+,−} ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥
t❤❡ 45 ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤❡ ♣❧✉❣✐♥ ❧✐sts ✹✾✽
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❘❡s✉❧ts P❛♥❡❧❀ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❡
t❤❡♠ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❉❛t❛ P❛♥❡❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s ✐♠❛❣❡✱
✇✐t❤ ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❝♦r♥❡r ✇❡ s❡❡ t❤❡
❇✐♦◗✉❛❧✐ ♣❧✉❣✐♥ ✇✐♥❞♦✇ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♣t✐♦♥s t❤❛t ✐t ♣r♦✈✐❞❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✶✻✻ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✺✳✶ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❣❡♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❆✳ ◆❡❣❛t✐✈❡ r❡❣✲
✉❧❛t✐♦♥ ✭r❡♣r❡ss✐♦♥✮ ♦❢ ❣❡♥❡ fiu ❜② t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦r Fur r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s
❵fur → fiu −✬ ✐♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❇✳ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡s ihfA
❛♥❞ ihfB ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✲❝♦♠♣❧❡① ■❍❋ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❵ihfA → IHF +✬
❛♥❞ ❵ihfB → IHF +✬✳ P♦s✐t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡ aceA ❜② t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①
■❍❋ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❵IHF → aceA +✬ ✐♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✺✳✷ P❛rt✐❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐ts ❚❘◆✳ ❘❡❣✉❧❛t❡❞
❣❡♥❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ❜❧✉❡ ♦✈❛❧s✱ ❚❋s ❛s ❣r❡❡♥ ♦✈❛❧s✱ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❚❋s ❛s ②❡❧❧♦✇
r❡❝t❛♥❣❧❡s✳ ●r❡❡♥ ✭r❡s♣✳ r❡❞✮ ❡❞❣❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✭r❡s♣✳ r❡♣r❡ss✐♦♥s✮❀
❜❧✉❡ ❛rr♦✇s r❡♣r❡s❡♥t ❞✉❛❧ ♦r ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✺✳✸ ●❧♦❜❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ♦♥ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✻✳ ■t ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ 1258 ♥♦❞❡s ❛♥❞ 2526 ❡❞❣❡s✳ ❘❡❣✉✲
❧❛t❡❞ ❣❡♥❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ❜❧✉❡ ♦✈❛❧s✱ ❚❋s ❛s ②❡❧❧♦✇ ♦✈❛❧s✱ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❚❋s ❛s r❡❞
sq✉❛r❡s✳ ●r❡❡♥ ✭r❡s♣✳ r❡❞✮ ❡❞❣❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✭r❡s♣✳ r❡♣r❡ss✐♦♥s✮✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✺✳✹ ❈❤❛rts ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ✭❨
❛①✐s✮✱ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ✭❧❡❢t✮ ♦r ❜❡✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✭r✐❣❤t✮ ❜② ❣r♦✉♣s ♦❢ ❣❡♥❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
s✐③❡s ✭❳ ❛①✐s✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✺✳✺ ✭▲❡❢t✮ ❆ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤✱ ✐s♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡
❣r❛♣❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦q✉❛❧✐ ♣❛❝❦❛❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✳ ✭❘✐❣❤t✮ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞
❛❢t❡r ❝❛r❡❢✉❧ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ✐❤❢❆ ❛♥❞ ✐❤❢❇ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✾✸
✺✳✻ ❈♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ✐♥ ✷✵✵✻✱ ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ❚❋✲ ♣❧✉s σ✲❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✺✳✼ ■♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❘❡❣✉❧♦♥❉❇ ✐♥ ✷✵✵✻✳
◆♦❞❡s ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❡♥ ✭r❡s♣✳ r❡❞✮ ❜♦r❞❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❵✰✬ ✭r❡s♣✳ ❵❂✬✮ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ✭r❡s♣✳ r❡❞✮ ❛rr♦✇s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ✭r❡s♣✳ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥s✮✳ ❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥✿ ✭✶✮ ❙✐♥❝❡ ihfA ❛♥❞
ihfB ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❜❡ ❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ✭❂✮✱ t❤❡♥ ■❍❋ ✇✐❧❧ ❜❡ ✜①❡❞ t♦ ❵❂✬✳ ✭✷✮
■❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡♥ t❤❡ dppA ❣❡♥❡ ❵✰✬ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②
❘♣♦❉✬s ❝❤❛♥❣❡✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✜①❡❞ t♦ ❵✰✬✳ ✭✸✮ ❚❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♣♣❡❛rs ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❵❂✬ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ihfA ✐s ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♥❡✐t❤❡r ❜② ❘♣♦❉ ✭s❡t t♦ ❵✰✬ ✐♥ st❡♣
✷✮✱ ♥♦r ❜② ❘♣♦❙ ✭s❡t t♦ ❵✰✬ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ blc✬s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
✺✳✽ ❉✐❛❣♥♦s✐s ✇❤❡♥ ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❛t❛ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❆✳ ❚❤❡
✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡ appY ❜② t❤❡ hns ♣r♦❞✉❝t ❝❛✉s❡s ❛♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t✳ ❇✳ ❈♦rr❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❆r❝❆✲P ✭♣❤♦s♣❤♦r②✲
❧❛t❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ❆r❝❆✮ t♦ appY ❀ t❤✐s r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♦①②❣❡♥✳ ✾✼
▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✶✻✼
✺✳✾ ❚❛❜❧❡ ♦❢ ♠✐❝r♦❛rr❛②✲♦❜s❡r✈❡❞ ✈s✳ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❣❡♥❡✲❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ t❤❡
❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡
❧♦❝✉s ♥✉♠❜❡rs✱ ❣❡♥❡ ♥❛♠❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ log2 r❛t✐♦ ✭▲✷❘✮ ♦❢ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❡①✲
♣♦♥❡♥t✐❛❧ t♦ st❛t✐♦♥❛r②✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ 502 ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❝❤❛♥❣❡s ✭✰✱❂✮✳ ●❡♥❡s ✇❡r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✶✷ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳ ❚❤❡
▲✷❘ ✐s s❤❛❞❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s❤✐❢t✳ ❋✐❧❧❡❞ ❛♥❞
♦♣❡♥ s②♠❜♦❧s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ sq✉❛r❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❛♥❞ tr✐❛♥❣❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡
❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✭✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ♦r ❞♦✇♥✲
r❡❣✉❧❛t❡❞✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✺✳✶✵ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ♠✐❝r♦❛rr❛②✲♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s✳
❆♥ ∗ s②♠❜♦❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❡✐t❤❡r t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❞✐❞ ♥♦t ♣r❡❞✐❝t ❛ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦r t❤❛t ♥♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❣❡♥❡ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❢♦✉♥❞✳ ❋✐❧❧❡❞
❛♥❞ ♦♣❡♥ s②♠❜♦❧s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ sq✉❛r❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❛♥❞ tr✐❛♥❣❧❡s ✐♥❞✐✲
❝❛t❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ✭✉♣✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ♦r
❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
✺✳✶✶ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ♣r♦❝❡ss ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧
♥❡t✇♦r❦ ✉s✐♥❣ 45 ♣❤❡♥♦t②♣❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t✳
❲❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♠✐❝r♦❛r✲
r❛② ❞❛t❛s❡t ✜❧t❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡ t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ❈♦♥s❡♥s✉s r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢
✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛r❡❞
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
✺✳✶✷ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ✽ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t✳ ❆❧❧ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❛t ❡❛❝❤
♣r♦❞✉❝t r❡❝❡✐✈❡s ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❣r❛②✲r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❞✉❝t
r❡✢❡❝ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♠❘◆❆ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭log2 r❛t✐♦✮
❞✉r✐♥❣ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ Pr♦❞✉❝ts ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❡♥ ❜♦r❞❡r r❡❢❡r t♦ t❤♦s❡
♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛s❡t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❤❡r❡❛s ♣r♦❞✉❝ts
✇✐t❤ ❛ ❜❧✉❡ ❜♦r❞❡r r❡❢❡r t♦ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
♦❜s❡r✈❡❞ ♠❘◆❆✲❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
❡①❝❡♣t ❢♦r ❘♣♦❉✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
❛❝t✐✈❡ ♣r♦t❡✐♥ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ♠❘◆❆ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡
♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♣r♦t❡✐♥ ❘♣♦❉ ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬❏■✾✽❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✺✳✶✸ ■♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ✇✐t❤
✷✺✺ ✭✸✲❢♦❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✮ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲st❛t✐♦♥❛r②
❣r♦✇t❤ s❤✐❢t✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥✴r❡❞ ❜♦r❞❡r ❝♦❧♦r ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✰✴❂ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ t❤❡ ✸✲❢♦❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s r❡♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡
✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t ✭✹✷✾✽ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮ ❛♣♣❡❛r ❝♦❧♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❜❧❛❝❦✲✇❤✐t❡ s❝❛❧❡✱ t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦❧♦r r❡♣r❡s❡♥ts ♥♦ ❝❤❛♥❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✺✳✶✹ ❊①❛❝t❧② ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣r❛♣❤s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
❊✳ ❝♦❧✐ ❚❘◆ ✇✐t❤ ✷✺✺ ✭✸✲❢♦❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✮ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲
st❛t✐♦♥❛r② ❣r♦✇t❤ s❤✐❢t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
✶✻✽ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✺✳✶✺ ✭❇♦t❤✮ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡ ✉♥s✐❣♥❡❞ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡
❣r❛♣❤ ✉s✐♥❣ N ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✭❝❢✳ ❝♦♠♣❡♥❞✐✉♠ ❆✮✳ ❚❤❡ ❨✲❛①✐s r❡❢❡rs
t♦ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❡❞❣❡ s✐❣♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ Y = M1 + M2(1− (1− p)
X)❀ M1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♥❣❧❡
✐♥❝♦♠✐♥❣ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❢❡rr❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ❢r♦♠ ❛♥② ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦✜❧❡✱ ❛♥❞ M2
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❣♥s ✐♥❢❡rr❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p ✭0 < p < 1✮ ♣❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
✭▲❡❢t✮ ❙t❛t✐st✐❝s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❊✳ ❝♦❧✐ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛t ❛t ♠♦st
37.3✪ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❡❞❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❧❡t❡
♣r♦✜❧❡s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ M1 = 609 t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✐❣♥s ✐♥❢❡rr❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ❢r♦♠ ❛♥② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ M2 = 811 s✐❣♥s ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s p = 0.049
♣❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✸✵ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♥❢❡r ✸✸✪ ♦❢ t❤❡
♥❡t✇♦r❦✳ ✭❘✐❣❤t✮ ❙t❛t✐st✐❝s ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❣r❛♣❤✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡❞
M1 = 18 ❛♥❞ M2 = 9✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t❡ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s 47, 4✪✳ ❙✐♥❝❡
p = 0.0011✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭N = 100 t♦ ✐♥❢❡r ✸✸✪
♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
✺✳✶✻ ✭❆❧❧✮ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❚❋ r♦❧❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss ♦♥ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ✭✶✺✷✾
♥♦❞❡s✱ ✸✽✵✷ ❡❞❣❡s✮ ❢r♦♠ ♣❛rt✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ■♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts N ✐s ✜①❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥ Mi = M
max
i −d∗f ∗Mtotal✱ ✇❤❡r❡ M
max
i ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❢❡rr❡❞ ❡❞❣❡ s✐❣♥s ❢r♦♠
❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✱ d ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✐❣♥s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐♥❢❡rr❡❞
✇❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞✱ f ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ Mtotal ✐s t❤❡
t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳
✭▲❡❢t✮ ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❲❡ ✉s❡❞ ✸✵ s❡ts ♦❢ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s
✭N = 30✮✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡❞ d = 0.14✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❡ ❧♦s❡ ♦♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
s✐❣♥ ❢♦r ❛❜♦✉t ✼ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s✳ ✭▼✐❞❞❧❡✮ ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❝♦r❡ ♥❡t✇♦r❦
✭N = 30✮✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡❞ d = 0.21✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡
t♦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ✭❘✐❣❤t✮ ❙t❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❝♦r❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭N = 200✮✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡❞
d = 0.36✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②
t♦ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
✺✳✶✼ ❆✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❊✳ ❝♦❧✐ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠✲
♣❡♥❞✐✉♠ ♦❢ ✻✶ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞❛r❦ ❛♥❞ ❧✐❣❤t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❛rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲✐t❤♦✉t ✜❧t❡r✐♥❣✱ t❤❡r❡
❛r❡ ✷✽✳✸✪ ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❲✐t❤ ✜❧t❡r✐♥❣ ✕ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ s✐❣♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② k ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✕ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡❝r❡❛s❡s t♦
✷✳✺✪✳ ❇✳ ❆♠❜✐❣✉♦✉s ❊✳ ❝♦❧✐ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✻✶ ❞❛t❛s❡ts✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❞❛t❛s❡ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♣r❡❞✐❝t t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥ ♦♥ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✻✳✶ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛♣❤ ❇✳ ❖♥❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❚❋s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❆ t♦t❛❧ ♦❢ 29 ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♥❢❡rr❡❞✳ ●r❡❡♥ ❛♥❞ r❡❞ ❛rr♦✇s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
✐♥❢❡rr❡❞ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡♣r❡ss✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇❧✉❡ ❛rr♦✇s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
t❤❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s ❞❡t❡❝t❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶
▲✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✶✻✾
✻✳✷ ❊❲❙✲❋▲■✶ ♥❡t✇♦r❦ s✉❜❣r❛♣❤ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❛t t❤❡ ❝❡❧❧
❝②❝❧❡ ♥♦❞❡ ✭❵❝❝❙✬✮ r❡❝❡✐✈❡s✳ ❆rr♦✇s ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ❵✕>✬ ♦r ❵✕|✬ r❡❢❡r t♦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s
♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥s✱ ❣r❡❡♥✴r❡❞ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t ✉♣✴❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t❡❞ ♣r♦❞✉❝ts✱ ❛♥❞ ♦❝✲
t❛❣♦♥❛❧ ♥♦❞❡s ❛r❡ t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ ❞❡♣✐❝t❡❞
❵❝❝❙✬ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ✭♥♦❞❡s ✶✲✻✮ ✇❡r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✳
❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❞❛t❛s❡t ❆ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ✜①❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ✇❡r❡ tr❛❝❦❡❞ ❞♦✇♥
✭r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♥♦❞❡s✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵
✻✳✸ Pr❡❞✐❝t❡❞ {✰,❂} ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✭❣r❡❡♥✴r❡❞ ❝♦❧♦rs✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✼ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡s ♦✈❡r t❤❡ ❵❝❝❙✬ ♥♦❞❡✳ ❆rr♦✇s ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ❵✕>✬ ♦r ❵✕|✬ r❡❢❡r t♦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ♦r
✐♥❤✐❜✐t✐♦♥s✱ ♦❝t❛❣♦♥❛❧✲s❤❛♣❡❞ ♥♦❞❡s ❛r❡ t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♥♦❞❡s✮ ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤✇❛②s
❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❵❝❝❙✬ ♥♦❞❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧✐❣❤t✲❣r❡❡♥ ❝♦❧♦r❡❞ ♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❛❝t
❝❛♥♥♦t ♣r❡❞✐❝t ❛s ❵✰✬ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✼ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❛t t❤❡ ❵❝❝❙✬ r❡❝❡✐✈❡s✳ ❇② ❛❞❞✐♥❣
t❤❡ ANDccS ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭r❡❞✴❞❛r❦ ❣r❡❡♥ ♥♦❞❡s✮
✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡s❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❥✉st✐✜❡❞ t❤❡
❵✰✬ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❵❝❝❙✬ ♥♦❞❡✳ ❆ ❜❧✉❡✲❜♦r❞❡r❡❞ ♥♦❞❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ❵❝❝❙✬ ✭♥♦❞❡s ✶✲✼✮ ❛s ❵✰✬✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷
✶✼✵ ▲✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
▲✐st ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠s
✶ ❈♦♥s✐st❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ♣r♦❝❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛❧❧ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❣r❛♣❤s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✸ ■♥❢❡r t❤❡ ❚❋ r♦❧❡s ♦❢ ❛♥ ✉♥s✐❣♥❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✹ ❋✐♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜❣r❛♣❤ t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ {✰,❂} s✐❣♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✺ ❋✐♥❞ ❛ ❧✐st ♦❢ ♣❛✐rs {(m, s) | m ∈ V, s ∈ {✰,❂}} t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ✜①❡❞
{✰,❂} ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st n✳ ❋✐♥❞ t❤❡ s✉❜❣r❛♣❤ T ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣
❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐st t♦ n ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✻ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥s✇❡r s❡ts ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ Π ✳ ✳ ✼✼





■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ét✐q✉❡s ❛✜♥
❞✬é❧✉❝✐❞❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t
❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ♣❡t✐t❡✲é❝❤❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ s✉r
❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ à ❣r❛♥❞❡✲é❝❤❡❧❧❡ q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s
❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ét❛ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ❖♥ t❡st❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣é♥ét✐q✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ rè❣❧❡ ❝❛✉s❛❧❡
❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♦♥t ✿ t❡st ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❡t ✉♥ rés❡❛✉✱ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞✉ rés❡❛✉ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ❡t ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ rés❡❛✉✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡
r❛✐s♦♥♥❡ s✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡✣❝❛❝❡s ❜❛sés
s✉r ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ♦✉ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r
❡♥s❡♠❜❧❡ ré♣♦♥s❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡t ❞❡s ♦✉t✐❧s ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s
❜❛sés s✉r ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ❛✉t♦♠❛t✐s❡♥t ❝❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts✳ ❖♥ ❛ ✈❛❧✐❞é ❝❡tt❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s rés❡❛✉ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❡❧s ❞❡s ❡s♣è❝❡s ❊✳ ❝♦❧✐ ❡t ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡✱ ❡t ❧❡
rés❡❛✉ ❞❡ s✐❣♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❝♦❣è♥❡ ❊❲❙✲❋▲■✶✳ ◆♦s rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t✿ ✭✶✮ ✉♥
♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ é❧❡✈é ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✉ rés❡❛✉✱
✭✷✮ ❞❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♠❛♥✉❡❧❧❡s ❡t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ❡✣❝❛❝❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t✴♦✉ ❞♦♥♥é❡s✱ ✭✸✮
❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s rô❧❡s ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❡t ✭✹✮ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉✲
t♦♠❛t✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❝❛✉s❡s q✉✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ❞❡s ♣❤é♥♦t②♣❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❛♥s ❞❡s rés❡❛✉①
❞❡ s✐❣♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳
❆❜str❛❝t
❚♦ t❤✐s ❞❛t❡ ♠❛♥② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡①✐st t❤❛t ♠♦❞❡❧ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦❝✉s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠❛✐♥❧② ♦♥
s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ✉s❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✈❡r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ st❡❛❞② st❛t❡s✳ ❲❡ t❡st t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞
❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛✉s❛❧ r✉❧❡✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢
♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ♦✉r ❞❛t❛✱ ❞✐❛❣♥♦s❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t r❡❣✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ✐♥❢❡r t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ ♥❡✇ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ r❡❛s♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
✉s✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ❡✐t❤❡r ♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤s✱ ♦r
❛♥s✇❡r s❡t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❣r❛♠s ❛♥❞ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝ t♦♦❧s t❤❛t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡s❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❛✉t♦♠❛t✐③❡ t❤✐s r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ❲❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ❊✳ ❝♦❧✐ ❛♥❞ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦
♦❢ t❤❡ ❊❲❙✲❋▲■✶ ❤✉♠❛♥ ♦♥❝♦❣❡♥❡✳ ❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✇❡r❡✿ ✭✶✮ ❤✐❣❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②
♦❢ t❤❡ s❤✐❢ts ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✭✷✮ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛♥✉❛❧ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞✴♦r ❞❛t❛✱ ✭✸✮ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs✱
❛♥❞ ✭✹✮ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❝❛✉s❡s t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❤❡♥♦t②♣❡s ♦♥ ❛
s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡
r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❜✉✐❧t ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❧❡✈❡❧s✱ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t❧②
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❤✐❣❤✲t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦✉t♣✉ts✳
